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Die vorliegende Arbeit verfolgt einen doppelten Zweck. 
Sie soll den Anfänger in die Theorie der Kugelfunctionen, 
welche gegenwärtig durch wichtige Werke über Physik und 
Astronomie ein Interesse auch für weitere Kreise erhalten 
hat, einführen, und ihm als Lehrbuch dienen. Andrer- 
seits soll sie Demjenigen, welcher die Elemente bereits 
kennt, eine systematische Darstellung der luerher gehörigen 
Untersuchungen bis auf die neueste Zeit liefern, ihm eine 
Sammlung der Formeln geben, welche bei dem jetzigen 
Stande der Lehre als die wesentlichsten angesehen werden 
müssen, und ihm die Quellen genau bezeichnen aus denen 
geschöpft wurde. 

Das Buch zerfällt in zwei Theile; der erste, die Theorie 
der Functionen, war bei der Darstellung vorzugsweise so 
zu bearbeiten, dass er auch wirklich als Einleitung in das 
Studium dienen kann. Um dem Leser eine Andeutung 
zu geben, welche Abschnitte ihm die vorläufige Uebersicht 
erschweren könnten, sind ganze Kapitel und einzelne Pa- 
ragraphen mit einem bezeichnet worden, auch wohl 
Theile von Paragraphen, die sich dann zugleich in eckigen 
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Parenthesen befinden. Die Anmerkungen mag man gleich- 
falls vorläufig überspringen. Entweder der Gegenstand über 
welchen diese Stellen handeln, oder die Methode der Un- 
tersuchung lässt sie als nicht geeignet für das erste Stu- 
dium erscheinen. Wer zu den Anwendungen auf die Theorie 
der Anziehung und Wärme übergeht, bei denen eine solche 
Trennung oft Schwierigkeiten mit sich führte, wird selbst 
entdecken, bei welchen Punkten er auf früher übergan- 
gene Stellen zurückkommen muss. 

Von den zur Erleichterung des Nachschlagens über 
jede Seite gesetzten Zahlen zeigt die erste die Nummer 
des Paragraphen an, zu welchem der Schluss der Seite 
gehört, während die daneben befindliche in kleinerem 
Drucke sich auf die zuletzt numerirte Gleichung bezieht. 

Dem Geübteren giebt das ausführliche Inhaltsver- 
zeichniss die Stoffe an, welche hier verarbeitet wurden; 
die Citate beziehen sich auf das Werk in welchem der 
betreffende Gegenstand dem Verfasser zuerst entgegentrat, 
und nur dann sind auch spätere Arbeiten erwähnt worden, 
wenn sie der Sache eine wesentlich neue Seite abgewonnen 
haben. Wird dieselbe Arbeit an verschiedenen Orten an- 
geführt, so ist nur das erste Mal der Titel vollständig an- 
gegeben. Gesammelt sind Legendre's Untersuchungen 
über die Kugelfunctionen in den Exercices und in dem 
Traite* des fonctions elliptiques, die von Laplace in der 
Mecanique Celeste Tome II, Livre III; Tome V, Livre XI 
• und im Supplement au 5 e volume. 

Jacobi im 2 ,en und 26 8te ", Dirichlet im 17 fen Bande 
des Cr eile' sehen Journals bezeichnen Legen dre als 
Denjenigen, welcher die Kugelfunctionen einführte und 
den Anstoss zu Laplace' s tiefsinnigen Untersuchungen 
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über diese Functionen mit zusammengesetztem Argumente 
gab. Nur scheinbar widersprechen die Daten der Arbeiten 
von Laplace und Legend re dieser Darstellung des 
Sachverhaltes. Die Abhandlung in welcher Laplace seine 
Untersuchungen mittheilt *) befindet sich nämlich in den 
Memoiren der Pariser Akademie aus dem Jahre 1782 
(gedruckt 1785); erst in der Geschichte der Akademie vom 
Jahre 1783, S. 28 (gedruckt 1786) wird unter den Memoires 
approuvds par l'Acadeniie, en 1783, et destine's par eile a 
etre imprimes dans le Recueil des Savans - Etrangers die 
erste Arbeit von Legendre über diese Functionen**) ge- 
nannt, welche uns im 10 tpa Bande jener Sammlung (ge- 
druckt 1785) aufbewahrt ist. Daraus dass Legendre hier 
erwähnt, er führe das Potential in Folge einer Mittheilung 
von Laplace ein, lässt sich nicht schliessen, das Manu- 
script habe der Akademie erst vorgelegen, nachdem in den 
Memoiren von 1782 auf das Potential durch Laplace 
selbst aufmerksam gemacht war; die oben erwähnte Ent- 
scheidung der beiden deutschen Gelehrten erweist sich als 
die richtige durch eine Notiz von Legendre in den Me- 
moiren von 1784, S. 370 ***) welche er seinen Eecherches 
sur la figure des planetes hinzufugte, in denen er die 

*) Theorie des attractions des Sphdroides et de la figure des Planetes. 

**) Sur l'attraction des Sphdroides. Die Pariser Akademie gab im vorigen 
Jahrhundert in einem , höchstens zwei Bänden vereinigt jährlich ihre Geschieht« 
und die Abhandlungen ihrer Mitglieder über Mathematik und Physik heraus. 
Ausserdem veröffentlichte sie, nicht in festbestimmten Zeiträumen sondern nach 
Massgabe des angesammelten Stoffes die sogenannten Savans e'trangers, Arbeiten 
welche von Gelehrten, die nicht dieser Gesellschaft angehörten, ihr vorgelegt waren. 

***) La proposition qui fait l'objct de co Memoire, etant de'montre'e d'une 
roanicre beaueoup plus savante et plus generale dans un Memoire quo M. de la 
Place a dejk publid dans le volumo de 17S2, je dois faire observer que la dato 
de mon Memoire est antericurc, et que la proposition qui paroit ici, teile qu'olle 
a «Stc lue en juiu et juillct 1784, a donne* Heu k M. de la Place, d'approfondir 
cette maticre, et d'en prdsentor aux Gcometres, une theorio complete. 
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früheren Untersuchungen weiter verfolgt. Der Satz, auf 
welchen sich jene Bemerkung bezieht, dessen Beweis in 
der Abhandlung geliefert wird, besteht darin, dass das 
Eotationsellipsoid unter den dortigen Annahmen die einzig 
mögliche Gestalt für das Gleichgewicht der Planeten sei. 

Auf diesen Sachverhalt wird man bei den nachfolgen- 
den Citaten achten müssen, und die Arbeiten von Legendre 
in den Savans dtrangers und in den Memoiren von 1784 
als die früheren, die Abhandlung von Laplace in den 
Memoiren von 1782 als die spätere anzusehen haben. 
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Einleitung. 

Die Einführung der Kugelfunctionen. 



§. 1. ttirken auf einen Punkt 0 mehrere andere materielle 
Punkte P x) P ti P t etc. mit den Massen fi i} fi if p 3 etc. nach dem 
New ton' sehen Gesetze anziehend aus den Entfernungen OP t =fl,, 
0P t =Ä t , OP % =R % etc., so ergiebt sich die gesammte Anziehung, 
welche 0 erleidet, aus der Summe*) 

Die Entwickelung der einzelnen Glieder dieses Ausdrucks führt 
auf jene Functionen, welche mit dem von Gauss gewählten Na- 
men „Kugelfimctionen" bezeichnet werden. 

Es seien x, y, z die rechtwinkligen Coordinaten des Punktes O, 
ferner x t , y t , a, von P i} etc.; die obige Summe besteht dann, ab- 
gesehen von den Massen p, aus Gliedern wie 

1 



T = 



*) Memoire« de Mathematique et de Physique, tire's des registres de l'Acade'- 
mie royale des sciences. Annee 1782: Theorie des attractions des sphe'roides et 
de la figure des planetes, par M. de la Place, no. IV p. 123. Legendre schreibt 
diesen Satz in den »Memoires de Mathematique et de Physique, präsentes a l'Aca- 
demie royale des sciences, par dirers sarans, Tome X. Paris 1786* Laplace zu. 
M. rergl. daselbst Eecherches tur l'attraction des sphexoides homogenes p. 421, 
no. 14 die Worte: Mais on y parrient . . . k l'aide d'nn theoreme quo M. de la 
Place a bien voulu me communiquer etc. 

1* 
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4 Einleitung. §. 1. 

Führt man in T sogenannte Kugelcoordinaten ein, d. h. setzt 

x = rcos 0 x l = r, cos^ 

y = r sin 0 cos y y, = r t sin 0, cos V t 
s = r sin 0 sin %p *, = r 4 sin 0, sin Vi > 
wo r und r, positiv, 0 und 0 V zwischen 0 und n, *p und Vi zw ** 
sehen 0 und 2« genommen werden, so verwandelt es sich in 

T = . 
ir * — 2 rr, (cos 0 cos 0, -f sin 0 sin 0, cos ( %p — ^ )) + r J ' 

und hier sind r und r, die geradlinigen Entfernungen der Punkte 

0 und P x vom Anfangspunkte A, während i- gleich OP, wird. 

Setzt man den Winkel OAP x gleich y, so ist y mit 0, 0 it y> und V 4 
durch die Gleichung 

cos y = cos 0 cos 0, -f sin 6 sin 0, cos {xp — v, ) 
verbunden, und man erhält 

r- , 

yr*— 2rr, cosy+rj 
Die Entwickelung, von der oben die Kede war, die sich bei 
Laplace*) und Legendre**) findet, besteht dann, dass man T 
nach aufsteigenden Potenzen der kleineren von den beiden Entfer- 
nungen r und r, — sie sei r, — und nach absteigenden der grosse- 

r* 

ren r ordnet: der Coefficient von -pfc, der a ' 80 nur von C0B T aD " 

hängt, ist dann die »** Kugelfunction. Wählt man als Functions- 
zeichen für dieselbe mit Di richtet ***) den Buchstaben P 00 , oefer 
P" wo eine Verwechselung mit Potenzen unmöglich ist, und fugt 
diesem das Argument cos? in Parenthese hinzu, so ist P" durch 
die Gleichung 

definirt, und wird eine ganze Function »" n Grades von cosy; ihren 
genauen Werth findet man unten §. 3. 



*) Memoires de Math, et de Phys. Ann^e 1782 no. X p. 138. 
**) Savans Prangers TomeX no. 10, p. 419. 

***) Crelle, Journal f. Math. Bd. XVII: 8ur les seriös dont le terme general 
dopend de deux angles, et qui aervent ä exprimer de« fonotiona arbitrairaa entre 
des limitea donneea, 8. 35. 
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§.2 Einleitung. 5 

§. 2. Durch directes Differentiiren sieht man, dass T der par- 
tiellen Differentialgleichung 

d*T d*T d f T _ 
dx* + By % + dz* " 0 

genügt, die sich, nach Einführung der Kugelcoordinaten, in 

d*(rT) 1 d (* m °dö) 1 d'T 
r ör* + sin0 30 "^sin^ 8^« 

verwandelt. Setzt man in diese für T die nach r absteigende Reihe 
ein, so entsteht auf der linken Seite eine neue, nach r absteigende 
Reihe, deren Summe verschwinden muss. Es verschwindet daher 
jedes Glied fUr sich, und P*(cosy) muss der Differentialgleichung 

. , i d (™°m) , i e>P • 

genügen. Wird in den frühern Formeln 0, = 0 gesetzt, so redu- 
cirt sich cosy auf cos 6, wird also von ip unabhängig, ebenso 
P*(cosy), welches sich dann in P"(cos0) verwandelt, so dass P"(cos0) 
ein Integral der Gleichung 

dTsintf^) 

«- ÜJTF— ^+»(»+1)^ = 0 

ist, in welche nun (a) übergeht*). 

In dem ersten Theile wird P als Function von cosy betrach- 
tet werden, ohne Rücksicht auf die Zusammensetzung dieses Argu- 
ments aus 0, 0, , t/>, , und in diesem Sinne wird gesagt, er handle 
über die Kugelfunctionen von einer Veränderlichen; im zweiten 
Theile tritt P als Function der Veränderlichen auf, von denen cosy 
abhängig gemacht wird, und zwar zunächst von 0, ys 0,, y/ t . 



*) Alle Entwickelt« gen dieser Paragraphen finden sich bei Laplace in 
den Memoiren Ton 1782 S. 183 et seq. 
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6 I. Th eil. Erstes Kapitel. §. 3 } 2. 

I. Thell. 

Die Kugelfunctionen einer Veränderlichen. 



Erstes Kapitel. 

Verschiedene Formen der Kugelfunction. 

§. 3. Nachdem die Art auseinandergesetzt ist, auf welche 
Laplacc die Kugelfunctionen einführte, und wichtige Eigenschaf- 
ten derselben auffand, wobei man von den allgemeineren auf die 
speciellcren hinabstieg, soll jetzt der umgekehrte Weg eingeschla- 
gen werden. 

Wenn a klein genug genommen wird, und x zunächst reell 
ist, so lässt sich die positive Grösse 

1 

T = — - — 

} 1- 2ax-{-a % 

nach aufsteigenden Potenzen von a in eine Reihe entwickeln, in 
welcher der Coefficient von a" mit P^(x) bezeichnet werden soll. 
Man entwickelt dazu Tnach dem binomischen Lehrsatze in die Reihe 

1 13 

l+ya(2a; — a)+ -^a t (2x — a) 9 + etc., 

und sammelt die Glieder, welche in eine bestimmte Potenz von «, 
z. B. a* multiplicirt sind. Dadurch ergiebt sich 

(i) ... T= 2a«P {n \x) 

m ... ,<■><,,- i|i^l=i!(,_^=ii^ 

Diese Gleichung kann nun als Definition von P n {x) betrachtet 
werden, es mag x reell oder imaginär sein. Imaginär wird hier 
jede complexc Zahl a+bi genannt, gleichviel ob o = 0 oder ob es 
von Null verschieden ist; wird der Fall a = 0 speciell betrachtet, 
so sagt man, die Zahl sei rein imaginär. 
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§.4,2. I. Theil. Erste« Kapitel. 7 

Beispiele. 

P°= 1 
P l = x 

J"« !(*•-« 
/» = | (*•-}*) 

= P 2 »; P a - +1 (-a!) = -P l-+1 (*); P Ä (1) = 1. 
An merk. 1. Nach der Bemerkung von Euler*) in einem 

n 

Briefe an Goldbach, dass in der Entwickelung von n % a nach 
aufsteigenden Potenzen von a alle Coefficienten von a ganze Zah- 
len werden, erkennt man sofort, dass P* nur eine Potenz von 2 
zum numerischen Nenner hat. (Diese Eigenschaft von P hat Herr 
G. Bauer in München dem Verfasser mitgetheilt.) 

An merk. 2. Die Gleichungen (1) und (2) gelten noch immer 
zugleich, wenu auch x imaginär wird; nur ist dann, bei hinlänglich 
kleinem o, das T mit positivem reellen Theile zu nehmen. 

§. 4. Für P n (x) } welches so eben nach Potenzen von x ge- 
ordnet wurde, lassen sieb noch andere Reihen aufstellen, die 
eine besondere elegante Form annehmen, wenn für x eine trigono- 
metrische Function, z. B. a; = co8 0 gesetzt wird. 

Zuerst soll P n (cosö) nach Cosinus der Vielfachen von 0 
entwickelt werden; dazu bringt man T in die Form 

(l_ Ä6 *)-*(l_ ae -*)"-*, 

entwickelt jeden Factor für sich nach dem binomischen Lehrsätze, 
und bildet dann das Product der beiden Reihen 



1 + lae-io + ^r (ae-''*)»-f etc. 



Der Coefficient von a" in dem Producta muss nun P (B) sein, so 

dass man erhält: 

, . 2.4.6... (2 m) nn , ~ N 

< Ä >- r.3.5...(2 B -i) P ( c08<> > = 

*) Correapondance mathematique et phyaique, publice par Fuss. St. Peters- 
burg 1843 Tomel, Lettre CXLII, pag. 557 (Berlin d. 4. December 1751). 
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8 I Theil. Erstes Kapitel. §.4,2. 

wenn die Reihe so weit fortgesetzt wird, bis sie von selbst ab- 
bricht. Es kommt auf dasselbe hinaus, wenn man die Reihe so 
weit fortsetzt, bis die Argumente (n— 2)0 1 (n — 4)0, etc. in negative 
Vielfache von 6 übergehn, und dann bei ungeradem n alle Glieder, 
bei geradem n alle ausser dem letzten doppelt nimmt. 

Aus dieser Reihe, welche Laplace *) entwickelt, schliesst 
Legendre **), dass P H seinen grössten Werth für 0 = 0 erhält. 
Da aber P(l) gleich 1 wird, so ist zugleich 1 der grösste Werth 
von P(cob6). 

Eine ähnliche Reihe stellt P*(x) auch dann noch dar, wenn 
x grösser als 1 ist. Man bildet dazu eine Grösse £, die zu x 
die Beziehung hat, welche e' 9 zu cos0, indem man 

also | = x-\- 1, I"" 1 = x— ^x*— 1 macht, gleichgültig welche 
der beiden Wurzeln man unter ^x*— 1 versteht. Die Zerlegung 
von T in 

(>_«!)-<(!_»)- 

giebt dann die Formel 

•••• mz&v"«> - . 

fc t» , 1 » » fc»-? , 1 .3.tt(ft — 1) j. M _4 . 

§ + l.(2fi-l)* + 1.2(2«-l)(2«-3) 5 +etC * 

Ohne auf die Entwickelung von T zurückzugehen, findet man 
diese Formel auch, wenn man bemerkt dass rechts und links in (6) 
eine ganze Function von x steht, indem ^x % — 1 sich auf der rech- 
ten Seite forthebt, und dass die Gleichheit dieser ganzen Functio- 
nen durch (a) schon für alle x erwiesen ist, die kleiner als 1 sind: 
sie besteht daher für alle x. 

0 0 

Andre Ausdrücke für P 3 die nach cosy und %m— ge- 
ordnet sind, hat Dirichlet ***) angegeben, von denen man spä- 



*) Memoiren von 1782, S. U2. 

**) Memoiren von 1784: Recherche« sur la fignre des planetes, 8. 376. 
*»*) Crelle, Journal f. Math. Bd. XVII, 8.89. 
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§.4, 2. I. Theil. Erstes Kapitel. 



ter sehen wird (§. 51), dass sie leicht aus einer allgemeinen Formel 
von Legendre folgen. Um den ersten zu erhalten, setze man für 

1— 2acos0-f-a Ä zunächst 1— 2a4-a*4-4asin , y , und dann 



Dadurch wird 

. i i 2 " i 4, 1 .3 ( 2 ™4)' t 

T ~ l-a 1 (l-a) 3+ 1.2 (1-a) 5 C * J 
das Glied, welches a m im Zähler hat, nämlich 

1.3.5...(2»-l)( 2c ' fa '|)" 
— 1.2.3... m (1 — ay* m + l ' 

liefert, wenn man es nach Potenzen von a entwickelt, so lange m 

nicht n tiberschreitet einen Theil, welcher in a n multiplicirt ist, der 

gehörig zusammengezogen gleich *) 

II(n+m) SID 2 
~n{n-m) (Jim)* 

wird. Sammelt man alle diese Theile in T, so entsteht endlich 

W ... r (« 4 = i - gin .| + (^xyM"-o gin ,| _ etc . 

Hätte man 1 — 2acos0-f-a* nicht wie oben transformirt, son- 
dern gleich 

l + 2a+a , -4acos , -| 

gesetzt, so würde man 

(rf)... (_i)-p"(cos(?) = l~^±^cos«| 

+ (» + 2)(, t l>(^l) cQs4 |_ etc 

erhalten haben, einen Ausdruck, der übrigens sogleich aus (c) durch 
Vertauschung von 6 mit n — 0 folgt. 



*) Hier wie im Folgenden wird das Gaussische Zeichen // angewandt. 
Bekanntlich ist //(«) = r(« -f-1) « «/7(« -1). Für eine gante Zahl n ist /7(«) 
das Product 1.2.3... w. 
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10 I. Theil. Erstes Kapitel. §. 5, 3. 

Ueber andere Entwickelungen vod P* vergl. m. §. 7 und §. 20 ; 
als die Quelle, aus welcher am leichtesten Beihenausdrücke ge- 
schöpft werden, wird sich später die Differentialgleichung der P 
erweisen. 

§. 5. Die Eugelfunction lässt sich als Differential- 
quotient eines einfachen Ausdrucks ansehen. Um dies 
zu zeigen, transformire man den Factor 

1.3.5...(2w — 1) 

1.2.3... n 1 

welcher in der Gleichung (2) für P vorkommt, in 

(2tt)(2tt-l)(2tt — 2)...(w+l) 
2".1.2.3...» ' 
dann geht 2" n(n)F(x) in eine Summe von Gliedern über, deren 
erstes 

(8n)(2«-l)...(«+l)*«-^g2 
ist, während allgemein das mit x H ^ 2m multiplicirte 



_ W )(2tt-l)...(tt-2m-f-l) m 
- 2.4...2w(2«-1)(2m-3)...(2w-2ot4-1) 
wird. Zertheilt man den Zähler in das Froduct von 
(2« — 2m) (2n — 2m — 1) . . . (« — 2m + 1 ) 

und 

(2«) (2» - 1) (2w - 2) . . . (2« - 2m + 1), 
hebt darauf die Factoren des letzten Ausdrucks, welche ungerade 
Zahlen enthalten, gegen die gleichen des Nenners fort, so verwan- 
delt sich dieses Glied in 

± "fo-O-fo-"»* 1 ) (2n-2m)(2n-2m-l)...(n-2m+l)x*-*'» 
oder in 

H(»-l)(«-2)...(«-m4-l) <T(^— »-) 
— 1 . 2 . 3 . . . m dx n 

Es wird daher 2*Il(n)P n {x) der « ,e Differentialquotient nach x von 

_ ^. + <,( *"I 1) - etc. , 

1 1 . iä 

d. h. 

(3) . . . (X) - jg; 



Digitized by Google 



I. Theil. Erstes Kapitel. 



11 



Diese wichtige Formel rührt von Ivory*) her; er findet sie 
durch eine Methode, die im §. 37 auseinandergesetzt wird. Be- 
trachtungen, welche denen von Ivory am angeführten Orte ganz 
ähnlich sind, kommen mit Ausnahme des schliesslichen Resultates (3) 
zwar schon in Legendre's Exercices **) vor, treten aber noch 
früher, nämlich in den Philosophical Transactions von 1812 in 
Ivory 's Arbeit, On the Attractions of an extensive Class of 
Spheroids S. 50 auf. Später hat Jacobi ***) diese Formel noch 
einmal entdeckt, und durch die Lagrange'sche Umkehrungsfor- 
mel bewiesen. Andere Beweise, auf die man gelegentlich kommt, 
sind §. 35, 37 und 56 angedeutet. 

§.6. Jacobi bat auf eine Methode j) aufmerksam gemacht, 
die man in ihrer einfachsten Gestalt anwenden kann, um den von 
Laplace ff) aufgefundenen Ausdruck von P* durch ein bestimm- 
tes Integral abzuleiten. Sie beruht auf einem Hülfssatze, der 
vorausgeschickt werden soll : 

Bezeichnet a eine positive Grösse, und ist 6 entweder reell 
und kleiner als a, oder rein imaginär, so wird 

(4) ... ±/-_{SL___i= > 

wenn die Wurzel auf der rechten Seite den positiven Werth 
vorstellt. 



*) Philosophical transactions of the royal society of London. For the year 
1824. Part I. London 1824: On the flgure roquisito to maintain the equilibrium 
of a homogeneous fluid inass that revolves upon an axis, pag. 91—93. 

**) Exercices de calcul integral sur divers ordres de transcendantes et sur 
les quadratures par A. M. Le Gendrc. Tome II. Paris 1817, no. 134, pag. 258. 
Man vergl. dort die Formel (m). 

***) Crelle, Journal f. Math. Bd. II, Berlin 1827, S. 223: Ueber eine be- 
sondere Gattung algebraischer Functionen, die aus der Entwicklung der Function 
(1 — 2xz + entstehen. 

f) Crelle, Journal f. Math. Bd. XXXVI, 8. 81: Ueber die Entwicklung des' 
Ausdrucks [aa — 2na'(coswcos{/ -fsinwsiny cos(# — »')) 4" nV]~*. Diese merk- 
würdige Arbeit ist später, abgeküwt in's Italienische übersetzt, im Giornale Arca- 
dico, Tomo XCVIII, Koma 1844 erschienen, und aus demselben in's Liouvillc'- 
sche Journal Tome X, pag. 229 übergegangen. 

ft) Traitd de mecanique Celeste Tome V. Paris 1825. LivreXI, Chap. II, 
No.3, pag. 33 form.(f). 
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12 I. Theil. Erstes Kapitel. §.6,4. 

Versteht man, wie üblich, unter Modulus einer imaginären Zahl 
p + qi die positive Grösse' ^p t -\-q t , deren Quadrat p*+q % Gauss 
Norm nennt *), so ist 

^ f n d(f * 

W ... j 1 _2ßcoa(p+ß t ~l-ß 9 

wenn M (ß) < 1. Denn der Nenner des Integrals lässt sich in 

(l_0*)(l_0e-*) 

zerfallen, und man hat 

_l_ = l + ^ + ^>+etc. 

folglich enthält die Entwickelung von 

1 



1 — 2/*cos<jr>+£ 1 
nach Potenzen von e*9 und als von <p unabhängiges Glied 

Entwickelungen nach Potenzen der genannten Grössen sind Ent- 
wickelungen nach Cosinus und Sinus der Vielfachen von q>, und 
zwar können die Sinus nur mit t verbunden vorkommen; sie feh- 
len also hier, wo die entwickelte Function reell ist. Es sei nun 
eine Function von die f(q>) heisse, nach Cosinus der Vielfachen 
von <p in eine Reihe 

f(qp) = c 0 -f c, cos (p + c t cos 2qp+ etc. 
entwickelt; dann wird das Glied c 0 durch das Integral 

-J 

ü 

gefunden, so dass, wenn 

gesetzt wird, die Gleichung (a) erwiesen ist. 

Das Integral (4) kann man sogleich auf die behandelte Form (a) 
bringen, wenn man eine solche Grösse p und solches ß sucht, dass 
Miß) < 1 und dass 

a = 

6 = -2ßp 

*) Zur Abküraung soll Modulus und Norm von fl + V» durch M(p + qi) und 
N(p + qi) bezeichnet werden. 
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wird. Dazu muss 

sein; haben also die beiden Wurzeln 

b ' b 

nicht gleichen Modulus, so igt der Modulns der einen kleiner als 1, 
(da ihr Produkt grade 1 wird) und diese kann für ß gewählt wer- 
den. Nach unseren Annahmen ist ^a % — b* jedenfalls reell und von 
Null verschieden; also sind die Moduln der Wurzeln verschieden, 
und 

ß= b 

ist von der verlangten Beschaffenheit. Da nun 1+0* positiv wird, 
so ist auch p und endlich p(l—ß*) positiv, folglich gleich der posi- 
tiven Wurzel aus a % -b\ d. h. 



l_ f" d<p 1_ 



2acos9>+a t ) y a «__ 0 «' 
und sonach die Gleichung (4) bewiesen. 

Diese Formel lässt sich noch verallgemeinern ; fasst man näm- 
lich das Resultat so, daaa (a-f ocosy) -1 , nach Cosinus der Viel- 
fachen von <jp entwickelt, als von <p freies Glied ^ ^ ^ enthält, 

so folgt dasselbe für die Entwickelung von (a+ocos(<jp — V))"" 1 
nach Cosinus der Vielfachen von (<p — t^). Wird nun nach <p zwi- 
schen 0 und 2« integrirt, so fallen alle Glieder der Cosinusreihe 
bis auf das von (p unabhängige fort, und man erhält 

d<p 2n 



a b cot \p cos <p + b smxp »in rp j/ a «_&i 
d. b.: es ist 

dq> 2a 



J A + Bco*q>+Cf\n<p y^»_ ß*— C 

wenn A eine positive Grösse bezeichnet, B und C zugleich reell 
oder zugleich rein imaginär sind, und Vj4 ä — B % — C* die positive 
Wurzel aus der positiven Grösse A % —B % — C* vorstellt 
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Das Integral (4, a), und dasselbe noch verallgemeinert durch 
einen Factor cosmqp oder sinmqp unter dem Integralzeichen, hat 
Jacobi in einer besondern*) Arbeit für den Fall behandelt, dass 
A, B, C beliebig reell oder imaginär sind. Im §. 47 wird derselbe 
Gegenstand wieder berührt werden. 

§. 7. Vermittelst dieses Hülfsatzes lässt sich, wenigstens für 
ein reelles x, (1 — 2aa?-fa I )~l durch ein bestimmtes Integral aus- 
drücken. Dazu teansformire man die Grösse unter dem Wurzel 
zeichen in 

{l-axy+a^l-xy 

und setze in (4) 

a = 1 — ax, 
b = « — 1. 

Da für ein hinlänglich kleines a jedenfalls 1 — ax positiv ist, so 
erfüllt a die Bedingungen des Theorems; 6, mit welchem Zeichen 
auch die Wurzel genommen wird, ist entweder rein imaginär, wenn 
nämlich x < 1, oder reell und dann kleiner als a, da 

a* — b t = l-2ox+ß l 
positiv wird. Es ergiebt sich daher aus (4) 

n _ r n dqp 

— Sax + a* J 1 — ax+acos<p )V— 1 ' 

und hieraus, wenn man nach aufsteigenden Potenzen von a ent- 
wickelt, zunächst für ein reelles x (durch (1)) 

(5)... nP n (x) = f (x — cos rp y# s — l) n d(p y 

die Gleichung von Laplace. 

Denkt man sich a positiv und hinlänglich gross, so wird für 
ein positives x auch ax—1 = a positiv, und b = a ^x x —l ge- 
nügt noch den Bedingungen der Gleichung (4); es entsteht also 
für hinlänglich grosse a die Beziehung 

n _ r n dg) 

) / T—2ax-{-a t ax+acoscp j/a?*— 1 — 1 ' 

*) Cr eile, Journal f. Math. Bd. XXXII, S. 8: Ueber den Werth, welchen 

das bestimmte Integral J*" ^ A ^£ _ Bsin(p für l^Kebige imaginäre Werthe 

ü 

A und B annimmt. 
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die linke Seite, n&ch absteigenden Potenzen von a entwickelt, 
giebt P*(x) als CoefBcienten von ar*' 1 , also der vorstehende Aus- 
druck .die neue Form von P: 

(5,a)... */>>)==/% !?£-__ 

Im folgenden Paragraphen werden die wichtigen Ausdrücke für P, 
die hier gewonnen sind, genauer untersucht; zunächst können sie 
dazu dienen, neue Entwicklungen von P in Reihen zu liefern, 
welche die des §. 4 vervollständigen. Setzt man wieder ar=cos0 und 

cos 0 + 1 sin 0«cos (p = (cos ^ -f i sin ~ &*)(co* ~ + i sin y e~*»), 

so wird die n* e Potenz des Ausdrucks auf der linken Seite gleich 
dem Product der beiden Reihen 

co ..|[ 1 + «U ang | e ^ + i^( itang | e .^ + etc.] ) 
also nach (5) 

P-(co.«) - cos-lfl-^tangiy+C^U^D'-etc.], 

wie Dirichlet am ang. Orte*) bemerkt. 

Eine nach Potenzen von tangtf = u geordnete Reihe findet 
man durch Entwickeluug von (eosö-f isintfcosy)" nach dem bi- 
nomischen Lehrsatze; da 

u 

rar ein ungerades m verschwindet, für ein gerades gleich 

1.3.5...(w — 1) 
2.4.6... m 

wird, so ergiebt sich 

n«/ n\ «/>A n(n— 1) , , »(»— l)(n— 2)(»— 3) . \ 
P (cos0) = cos" 0(^1 2 , + — g, 4 , yv -t# 4 - etc.J. 

Dieser Ausdruck kommt im wesentlichen bei Euler**) vor. 

*) Crclle, Journal f. Math. Bd. XVII S. 40. 

**) Enleri inutitntiones calcali integralis, Ed. III. Petropoli 1824. Vol. I, 
Sectio I, Cap. VI, probl. 33 (nicht 36, wie dort irrthümlich steht), S. 160. 
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§. 8, 6. 



§. 8. Die Kugelfunction ist nach (2) eine ganze Function 
ihrer Veränderlichen x; dasselbe gilt von der rechten Seite von 
(5), indem dort bei der Entwickelung nach Potenzen von cob<p, 
durch die Integration die ungeraden Potenzen von cosqp, also auch 
von }/x % — 1 herausfallen. (Aus diesem Grunde ist es gleichgültig, 
welches Zeichen diese Wurzel erhält; letzteres sieht man übrigens 
auf der Stelle ein, wenn man n — q> für tp substituirt) Besteht 
die Gleichheit zweier ganzen Functionen von x fUr alle reellen x y 
so findet sie allgemein für alle x Statt, so dass die Gleichung (5) 
für alle reellen und imaginären x gilt. 

Es fragt sich, ob die Gleichung (5, o) ebenso für alle 
x besteht, ob also nicht nur für positive, sondern für 
alle reellen und imaginären Werthe erhalten wird: 

Zunächst ist klar, dass wenn beide Seiten für ein bestimmtes x 
gleich sind, sie für das negative nicht gleich sondern entgegenge- 
setzt werden; auch für ein rein imaginäres x können sie nicht 
übereinstimmen, da für einen Werth von q> in diesem Falle 
x+coaq> ^x*—l verschwindet, also das Integral der rechten Seite 
die Bedeutung verliert. Aber auch nur in diesem Falle kann die 

x 

genannte Grösse verschwinden; denn soll ■ % reell sein, so 

muss — reell, also x reell oder rein imaginär werden. Ist x reell 
x 

X 

und kleiner als 1, so wird imaginär, ist x reell und grösser 

yx*— 1 

als 1, so wird jener Quotient grösser als 1, also nicht = + cosy. 

Nach diesen vorläufigen Betrachtungen soll der schliesslich e 
Satz bewiesen werden: Die Gleichung (6) besteht immer, 
sobald der reelle Theil von x positiv ist, und giebt so 
einen zweifachen Ausdruck für P n (x). 

Um dies zu beweisen, wird man (6) durch eine Substitution 
verificiren, welche von Jacobi*) herrührt; der bessern Uebersicht 

*) Cr eile, Journal f. Math. Bd. XV: Formal» tranrformaiionis integndium 
definitoram, S. 11, no. 8. 
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halber denke man Bich zunächst x reell (natürlich positiv) und 

grösser als 1. i . ^ 1 f. ■ 

In das Integral 

j{x — cos tj \x*— 1)" (fy 
führe man eine neue Variable tp für 1? durch die Gleichungen ein: 



k + cos? 1 

siny ji / ; , x j 1 



a;-|-coB<p Var—1 
denen man noch die beiden andern 

dtp ■ • s i <i 



#-f-cos^ ya^— 1 



a:-~cosi;Ya; , -l sr 1 

s + cosqp jV-l 

hinzufügen kann ; mit der Bestimmung, dass für tp = 0 auch 17 ver- 
schwindet, und f? sich dann mit tp continuirlich ändert. Während 
w von 0 bis n wächst, kommt tj von 0 zu einem solchen Werthe, 
dass cos 17 = —1, sini? — 0, der also sicher ein ungerades Vielfache 
von n ist; da aber sin tj während dieses Laufes von tp nie negativ 
wird, so überschreitet rj tiie n, seine Grenzen sind daher 0 und n, 
und man hat , \ ' 

/•* da> * /' n - , y 

0 (*+coay y» 1 — ^ K / r ■ } 

[* Im allgemeinen Falle, wenn x imaginär ist, kann 
dieselbe Substitution mit den gleichen Bedingungen für Anfang 
und Verlauf gemacht werden; es ist dann unter cos 17 und sin q 

giqig~irj i gif] 1»- inj 

die Exponentialgrösse resp. — , und unter tj ein 

2, ( 7- r 2* j 

imaginärer Ausdruck «-ftf zu verstehen. Hierbei kommen folgende 
Punkte in Betracht: . 

1) „Wenn tp von 0 bis n, durch das Reelle wächst, so ändert 
„sich J? von 0 (durchs Imaginäre) bis zu n, während der reelle 
„Theil e nie. n im ganzen Verlaufe überschreitet, und f nie un- 
endlich wird." Das Letzte ist sofort klar, da x+t*o*q> )'x % — 1 nie 

Heine, llaiulbm Ii il. Kiiyt-lfuu« lionen. 2 
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verschwindet! also sin 3 = suucosit-f eos*Bint{ und cosj? = 
co8fcosi£— sin<sint£, daher auch 2cost£ = et+e-t nie unendlich 
wird; um das Erste zu beweisen, braucht man nur eu zeigen, dass 
der reelle Theü von siniy, der sin* cos tf ist, nie negativ wird, — 
weil cosi£ immer positiv ist, also sin* cos tf das Zeichen von sin« 
hat. Das Zeichen dieses reellen Theiles von sin tj erkennt man 
als nicht negativ durch einige einfache Hülfssätze, die hier folgen 
und später noch mehrmals angewandt werden. 

Der reelle Theil von a? = a+ 6 t hat dasselbe Zeichen wie der 

1 1 a — bi 

von — Denn — = , , . , • 
x x a*+b* 

Wählt man J^?*— 1 bo, dass der reelle Theil der Wurzeln das 
Zeichen des reellen Theiles von «hat, so ist auch das Zeichen 

der imaginären Theile von x und ^x % — 1 gleich. War x reell 
und <1, so gilt der Satz offenbar nicht mehr. Beweis: Ist 

y#*— 1 = p+qi so wird der imaginäre Theil von x* gleich 2p qi; 
war o? = a+ 6t, so wird derselbe 2aöt. Hatten a und p gleiches 
Zeichen, so gilt demnach dasselbe von 6 und q. 

Ist der reelle Theil von x positiv, so gilt dasselbe von dem 
reellen Theile von x+^x*— 1 und x— ^x*— 1. Beweis: Denkt 
man sich ]fx % — 1 mit positivem reellen Theile p, so kann man 

x = a±6t, }/x % —l =p+qi setzen, wo also a und p positiv sind, 
(Annahme), 6 und q positive Grössen bezeichnen, und die oberen, 
ebenso auch die unteren Zeichen zusammengehören. Dann wird 
der reelle Theil von x+l/x % — 1, gleich a-f-n, also positiv. Da 

ferner # — Va?*— 1 c= * , so ist auch der reelle Theil von 

r X +Yx^i 

m— }/x % — 1 oder a — p positiv. War x reell und <1, so bedarf 
der Satz keines Beweises. 

Hieraus folgt, dass der reelle Theil von (ar-f-cosy y/x % — 1), der 
gleich a-f pcosqp wird, also im ungünstigsten Falle zu a — p herab- 
sinkt, positiv bleibt, also auch der von . ■ , und 

x+cosqp yx — 1 

schliesslich der von siniy. 
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§.8,6. 

2) Die imaginären Grössen pflegt man geometrisch mit Hülfe 
zweier sich in einem Punkte A rechtwinklig schneidenden Ach' 
sen AX, der Achse des Reellen, nnd AY, der Achse des Imaginären 
darzustellen. Eine Zahl = wird dann durch den Punkt 




v n 



der Ebene vorgestellt, dessen rechtwinklige Coordinaten auf das 
System bezogen, wenn es ein Coordinatensystem wäre, o?==*, y = £ 
sein würden. Jede continuirliche Ourve in der Ebene stellt eine 
continuirliche Folge von Zahlen 17, und verschiedene krumme Linien, 
welche dieselben zwei Endpunkte verbinden, stellen verschiedene 
Arten (Wege) dar, auf welchen man continuirlich von dem Werthe 
von t], welcher dem ersten Punkte entspricht, zu dem gelangen 



Theilt man eine Curve in n Theile nach solchem Gesetze, das» 
mit wachsendem n die Theilpunkte überall näher rücken, und bei 
hinlänglich grossem n kein noch so kleiner gegebener Theil ohne 
Theilpunkt bleibt; sind tj lf tj t , ... rj n diese Theilpunkte, und be- 
zeichnet f(rj) eine für diese Curve continuirliche Function, so ist 
die Grenze der Summe 

0?t ) f ) + (Vt -1t)f(v t )+~- + (V* — Om) 
für n = 00 das was man 



Uber diesen Weg integrirt, nennt. 



ß 



2* 
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Wird ein; Raum in : der Ebene durch eine geschlossene Curve 
begrenzt, and hat die Function /*(*) die Eigenschaft; das* a»e im- 
mer zu demselben Werthe .führt, wenn man von demselben Punkte 
% zu demselben zweiten immer mit dem gleichen Werth» f(y 0 ) 
ausgehend, auf allen verschiedenen Wegen innerhalb des geschlosse- 
nen Raumes gelaugt, so heisst die Function in diesem Räume mo- 
nodrom. Jede einwerthige Function ist daher Uberall monodrom. 

Giebt — ra jt abnehmenden A immer denselben 

A 

Grenzwert^, man mag unter A eine reelle oder imaginäre Grösse 
verstehen, so heisst f(tj) monogen; geschieht dies nur in einem 
bestimmt umschlossenen Räume, so ist die Function in diesem 
Räume monogen. (Riemann nennt eine monogene und monodrome 
Function schlechtweg Function.) 

Für eine monogene und monodrome Function existirt immer 

ein^f(tf)dip für jeden bestimmten Weg der Integration; die auf 

verschiedenen Wegen genommenen Integrale sind gleich, natürlich 
wenn sie dieselben zwei Endpunkte verbinden. Wenn»/ von einer 
reellen Grosse g> abhängt, und q> von <j> Q bis g> n wächst, während 

rj von 7j 0 bis t/°, so ist das Integral == J * f{?i)^ß- dq>. 

Es ist cos*? eine monodrome und monogene Function von 17; 
jede ganze Function einer monodromen und monogenen Function 
ist ebenso beschaffen, folglich auch (a?— cos^ /iM)". 

Hieraus scbliesst man, „dass /l x ~ cos V Yx*—l)*dT] über ir- 
gend einen Weg integrirt, den rj einschlägt um von 0 bis zu n 
„zu gelangen, immer denselben Werth hat, also gleich dem In- 
„tegrale auf reellem Wege von 0 bis n ist". 

Werden diese Sätze der Reihe nach mit denen ad 1 verbun- 
den, so ist dadurch der Beweis der Gleichung (6) geliefert. In 

der That wird dann / *(*— cos?; ]fx*—l) u dti gleich demselben 
Integrale auf dem imaginären Wege 1?, welcher ad 1 ; bezeichnet 
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ist, dann ■ >'» • '* ■ ' 1 ' ; ' ^ " f "' : f ■"■ • » 1 

= / (*-cos* j^lj-^rf? 

und nach der Substitution des Werthes von i? in tp 

(x+COS(p ]fw 9 -r-l)*+* 'Ii \. 

Bei dem heutigen Stande der Wissenschaft schien es nicht 
zweckmässig, Betrachtungen wie die ad 2 hier gänzlich auszu- 
schließen, zumal jetzt, wo bereits elementare Darstellungen der 
Lehre von den Functionen einer imaginären Veränderlichen existi- 
ren *), von der hier die einfachsten Sätze angeführt wurden.] 

Anmerkung. Dieselbe Gleichung (6) besteht noch für ge- 
brochene n, wenn man nur die Potenz gehörig bestimmt, x mag 
reell oder imaginär sein; die Beschränkung diesos Paragraphen 
über das Zeichen des reellen Theiies von x bleibt bestehen. Setzt 
man nämlich fest, dass (a?-f cos 9; ix*— 1)" für (p gleich 0 irgend 
eine bestimmte Potenz sei, so wird, da dieser Ausdruck, während 
tp von 0 bis n reell wächst, nie durch 0 geht, sein Werth im gan- 
zen Verlaufe bestimmt. Da ferner Mntx 



— cos rj ix*— 1 = 



1 -i -j .0 w ? 



aj-fcosqp ix*— 1 ' 
so wird, während rp wächst, das durch die Gleichungen be- 
stimmte n nie die linke Seite zu 0 machen; giebt man ihrer n" n 
Potenz für 17 = 8 als Werth \ dividirt durch den gewählten Anfangs- 
werth von (x-\- coso; .y<r*-^l)", 1 so muss^ ibr Werth auch im ganzen 
Verlaufe bestimmt sein. Es wird also 

(x+coaq* yx — 

das Integral rechts von 17 = 0 bis 1? = jt auf einem bestimmten 
imaginären Wege w (man vergl. die Figur), der ad 1 besprochen 

ist, genommen. Die Gleichung (6) gilt daher noch immer, wenn 

\ » • H I 

*) Man vcrgl. die ersten Seiten der Arbeiten von Briot und Botoquct, 
entweder Journal de l'ecole imperiale polytechnique Cabier\36: Etüde des fonetions 
d'une variable imaginairc, oder Theorie des fonetions doublement pe'riodiques et, 
en particulier, des fonetions eHiptiqües. Paris, 185H. 
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es erlaubt ist, statt über w, über den reellen Weg t>, der 0 and m 
verbindet, zu integriren. Dies ist aber erlaubt, wenn x— cosi? ^x*— 1 
in dem durch t> und w begrenzten Baume nie verschwindet; dass 
dies nie geschieht, lässt sich dadurch beweisen, dass man zeigt, 
wie es jetzt geschehen soll, der reelle Theil von x — cos 17 )/x 9 ~-l 
sei in jenem Räume immer positiv. 

Am Rande des Raumes, d. h. wenn 9 auf e oder auf w bleibt 
ist dies der Fall; erster es folgt aus den Untersuchungen ad 1, in- 
dem nach der dortigen Bezeichnung der reelle Theil a—p cos*/ 
wird. Bleibt tj auf w, so hat man 

x — coat] yx*— 1 = 1 ; 

x-\-cos<p yx*—l 

der reelle Theil der rechten Seite hat sich aber schon als positiv 
erwiesen, so dass auch der der linken Seite positiv ist. Könnte 
nun x — cobij ]/x*— 1 einen nicht positiven reellen Theil im um- 
schlossenen Räume erhalten, so würde daraus, dass er überall am 
Rande, die Curve to und e entlang, positiv bleibt, folgen, dass für 
ein n im Innern dieser Theil ein Minimum besitzt, was nicht ein- 
treten kann. 

Beweis. Setzt man 

x = cos (er + /0t) 
T= tsin(cr-f/9t) 

so wird der reelle Theil von (x— conti yfx*-^) gleich 

Ä + jBcos« cosif -f- Caine sin tf 

wo 

Ä = cosacost/9, 
B = — ismißcosa, 
C = tsinacosi^. 

Soll dieser für eine Combination *, f ein Minimum erreichen, so 
müssen für dieselbe die Differentialquotienten von 

A + B cos * cos t f -f- Csin * sin t f 
nach s und f verschwinden; es soll also zugleich 

Bsuucostf— Ccos^sinif = 0 

Csin«cosi£— £cos«sint£ = 0, 
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B C 

d. h. Be * n (wenn nicht B = 0 und dann auch C=0 wird). 

Hieraus folgt B*=C* f oder B^C^O, da B reell, C imaginär ist; 
es reducirt sich demnach der untersuchte reelle Theil auf die Con- 
stante A; undjtann folglich kein Minimum besitzen. 

§. 9 Aus den bisher entwickelten Formen der Kugelfunction 
sollen zunächst einige einfache Schlüsse gezogen werden. 

Aus (1) folgt, dass für x — 0 die Grösse (1-f die Func- 
tion F* erzeugt. Daher ist für ein ungerades n, i^O) = 0, für ein 
gerades 

f(o)=(-^- ;t 5 6 - ( 7 i) - 

st ,t .M ..... Tt 

Für ein unendliches x wird P* unendlich, und zwar so, dass 

r(x).ar* für * = <x> in * '* ^ " '( 2n ^ übergeht 

Sämmtliche Wurzeln der Gleichung i**(aj) = 0 sind 
reell und kleiner als 1. Beweis: Sind die Wurzeln einer 
Gleichung \p(x) = 0 sämmtüch reell, und liegen sie zwischen a 
und b, so gilt das Gleiche bekanntlich von den Wurzeln des ersten 
Differentialquotienten V(x), also auch von denen jedes folgenden 
\ft( m )(x). Ist im besonderen Falle ip(x) ss (x % — 1)", so müssen daher 
sämmtliche Wurzeln der Gleichung 

<*• (*'-!)• _ 0 
dx n 

oder nach (3) von P*(a?) = 0 ; zwischen —1 und +1 liegen und 
reell sein. 

Dass diese Wurzeln sämmtlich verschieden sind, 
soll §.11 bewiesen werden; 1 selbst gehört nicht zu ihnen, da 
P"(l) = 1 (§. 3). Ist a eine Wurzel, so ist auch — a eine solche, 
da P H (a) = ±P"(— «), also werden für ein gerades n die Wurzeln 

P n (x) 

von P*(x) = 0, für ein ungerades von £ J = 0 paarweise gleich 

und entgegengesetzt. Die numerischen Werthe der Wurzeln für 
die ersten n findet man unter Anwendungen I, Mechanische 
Quadratur, angegeben. 
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§. 10, 6. 



Der hier bewiesene Satz ist zuerst von Legendre aufgestellt 
und bewiesen, und zwar in den Memoiren der Akademie*) von 
1784 für einen geraden Index «, in den Exerciccs* 3 *) für alle gan- 
zen n. Die Methode von Legendre wird im 2ten Theile §: 89 
auf eine ähnliche Untersuchung angewandt; die hier angegebene 
verdankt man Jacob i ***). 

§. 10. Ein Integral von neuer Gestalt hat Dirichletf) 
für P n (cos0) unter der Voraussetzung entwickelt, dass 0 einen 
reellen Bogen bezeichnet. Man bedient sich zur Ableitung des- 
selben einer Formel, die in einem einfachen besonderen Falle be- 
reits §. 6 angewandt wurde. Ist nämlich f(rp) in eine trigonome- 
trischc Reihe 

f(fp) = a x sin^+fljsinSy-f a, sin3qp-f etc. 

oder in 

f(*p) — 4^o+^i cos 9> +& t cos2(p-f etc. 
entwickelt, die für alle <p von 0 bis n die Function f(q>) darstellt, 
so wird resp. 

«». = —/ f((p) 8in mrp d<p 

71 %s 



f(<f)costrt(p d(p. 

Durch Multiplication der ersten Gleichung mit s'mmtp und der zwei- 
ten mit coswrp , und Integration nach tp von 0 bis n, nach der 
alle a und b bis auf a, n resp. b m fortfallen, wird dieser Satz auf 
der Stelle bewiesen. 

Bei einigen späteren Untersuchungen kommt ein bekannter 
Hülfssatz zur Anwendung, von dem der vorstehende nur einige 
Punkte enthält; diese Stelle scheint angemessen zur Einführung 
des Hülfssatzes: ff) 



*) S. 374. 

**) Bd. II, S. 254. 

***) Crelle, Journal f. Math. Bd. I: Uebcr Gauss neue Metbode, die 
Wertbe der Integrale naherungsweise ku finden, S. 306. 
f) Crelle, Journal f. Math. Bd. XVII, S.41. 

ff) Der erste strenge Beweis dieses Satzes ist von Dirichlet im 1V'"> Bande 
des Cr eile' sehen Journals S. 157— 1G9 gegeben; besonders zu empfehlen für das 
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„Bezeichnet f(<p) eine zwischen p = 0 und tp = 2fr willkürlich 
^gegebene einwerthige Function, die immer endlich bleibt, so läset 
„sich f(fp) in eine trigonometrische Reihe 

f(tp) =r \b Q 4-6, eos<p + & t cos2qp-f- etc. 

-fa, sintjp + a, sin2qp-f etc. 
„entwickeln, deren Coefficienten a und b durch die Gleichungen 



= f(q>) sin mqp c/<p 



„bestimmt sind." [Ist die Function f(<p) an einer Stelle unstetig, 
so stellt an dieser die Reihe nicht f((p) dar, sondern das arith- 
metische Mittel aus den zwei dieser Stelle angehörigen Ordinaten, 
die man mit f(<p+0) und f(q> — 0) bezeichnen kann, indem man 
unter diesen Zeichen die Grenzen von f(<p + *) und f(tp— *) für 
abnehmende Werthe der positiven Grösse * versteht] 

Hier reicht der vorerwähnte einfachere Satz aus; es tritt aber 
der Umstand ein, dass f{w) nicht im ganzen Intervalle von 0 bis n 
durch ein und dieselbe Form gegeben ist, sondern von 0 bis zu 
einer gewissen Grösse 0 durch einen Ausdruck F(<p) } von 0 bis n 
durch einen anderen Ausdruck G(<p). Um die Coefficienten a und 
b zu bestimmen, wird man dann am bequemsten die Integrale, 
welche die Coefficienten ausdrücken, in zwei zerlegen, das eine von 
0 bis O y das andere von 0 bis n, und für f in dem einen die 
Function F, in dem andern G setzen, je nachdem f der eine oder 
andere Werth zukommt. Dadurch ereriebt sich 

na m = J* F(<p)&\nM<pdq)-\-f G((p)s\nm<pd<p 

II o 

F(q>)cosmipdg>+ I G(<p) cos mq>dq>. 
Mit diesen Hülfsmittcln verschen, denke man sich, es sei ge- 



Stadium dewclben ist die zweite Ausarbeitung Ton Dirichlet in Dovc's 
Repertorium Bd. F, Bcilin 1837, S. 152— 174, in welcher die Sätze über bestimmte 
Integrale, auf welche sich der Beweis stützt, einfach und mit gewohnter Strenge 
abgeleitet sind. 
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stattet, die Gleichung (1) 

, 1 -= ■ =Ta" P" (cos 0) 

auf den Fall anzuwenden, dass Jtf(a) = l, und setze a = e*V. Dann 
zerfällt die rechte Seite in einen reellen Theil 

/* (cos 0) + cos y P 1 (cos 0) + cos 2qpP* (cos 0) + etc. 
und einen imaginären, der, durch Division von t befreit, die Sinus- 
reihe 

sin <pP l (cos 0) -f sin^yP* (cos 0) + sin 3y P' (cos 0) + etc. 
giebt. Zerfällt man die linke Seite gleichfalls in ihren reellen 
Theil R und den imaginären iS, so ist R gleich der oberen, der 
Cosinusreihe, S gleich der Sinusreihe zu setzen. Nun wird für 
a = e*> 

1— 2a costf-f** = 2e^(cosqp— cob0), 
und cos o; — cos 6 ist positiv, wenn (p < 0 (man denke sich 
O<0<;r), sonst negativ. Daher hat man 

R= cosjy g Bin^y (y<<>) 

y2(cosy — cos0) y2(cos<p — cos0) 

■>- , S= 008 (m>ö) 

y2(cos0 — cosy) y2(cos0 — cosqp) 

Es entstehen also die beiden Dirichl et' sehen Formen für P*: 

(7) ... P"(cos0) = 

2 /** cos^ycosny ^ ^ 2 sin^ycosny ^ 

^2 (cos 9p — cos 0) n J } / 2(cos0 — cosy) 

(8) ... P"(cos0) = 

2 /** sin^ysinny ^ ^ 2 P n cosjysintty 

y2 (cosy— cos 0) }/2 (cos 0— cosy) ' 

in deren erster, wie die vorausgeschickten Sätze über Bestimmung 
von Coefficienten trigonometrischer Reihen zeigen, für n = 0 die 
Hälfte der rechten Seite zu nehmen ist, während die zweite (8) 
für n = 0 überhaupt nicht gilt, da die Sinusreihe kein Glied P° 
enthält, sondern erst mit sin yP 1 beginnt. 

Es ist nothwendig, die Gleichungen (7) und (8) zu verificiren, 
da sie unter der nicht erwiesenen Annahme entstanden sind, dass 
die Gleichung (1) noch für « = e'* anwendbar bleibt. Dazu wer- 



• 
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den die rechten Seiten mit a* multiplicirt, wo « eine hinlänglich 
kleine Grösse vorstellt; es zeigt sich dann, dass diese Producte 
eine convergente Reihe bilden, nnd dass die Summe der Reihe 
genau (1 — 2a cosö-j-a')"* giebt, wenn man (7), dasselbe weniger 1 
wenn man (8) benutzt hat. Da der gleiche Ausdruck nach (1) bei 
seiner Entwicklung nach Potenzen von a, als Coefficient von 
grade P" giebt, so ist hierdurch erwiesen, dass P* durch (7) und 
(8) ausgedrückt wird. 

Um diese Andeutungen weiter auszuführen, setze man das 
erste Integral in (7) gleich H M , das zweite, welches später auftritt 
K m , Es ist also 

* 6 cos^qpcosnqp 



d<p, 



J }^2(cOB<p — CO8 0) 

und diese Grösse wird kleiner als 1. Denn da cos«<jp<1 und 
cos 49» positiv bleibt, so entsteht 

oder nach der Substitution sin = ssinJ0: 

d.h. <1. Daher ist die Reihe Sa n H m über alle n summirt con- 
vergent, sobald a < 1 genommen wird, und ihre Summe gleich 

2 f* cosjyrfy m- g cosy+g , cog2y+etc.) l 
«•5 y2(cosui-cos<?) V y r 1 

oder nach Ausführung der Summation des einfachen nach Potenzen 

von a geordneten Ausdruckes 

1 — <** /*' cos^qp d(p 

91 J ^2(cosy — cosli) , l-2acosal-f« ,, 

Die Integration lässt sich ausfahren, wenn man für tp den Win- 
kel uv durch die Substitution 

sin£o? = sin $0 sin t// 
einfuhrt; dann wird der Ausdruck gleich 

» / (l-«) Ä cos , V+(l~2acosö+a i )sin , V 
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28 I. Theil. Erates Kapitel. §.10, 8.. 

oder endlich gleich ' • r • "•»*• '■ : ' •« 

, l+ a • . < > 

— 2aco80 + a , . , , 

Nachdem nun die Summe 2a*H» ausgeführt ist, läset £**K n sich 
ohne Wiederholung der Rechnung bestimmen, indem sich K» durch 
die. Substitution * — 9 für fp in 

ft.(-l)" cosjycosny , 

w / V^fcos^ — cos(* — 0)) 
verwandelt. Es wird also Sa n K n) gleich 

■■ ■ •■ « 2 w *yf n ~ \ co8 Tycos^rfy 

» -f T2(cosqp-cos(*-0)) 

aus £a*H n durch gleichzeitige Vertauschung von a und 0 mit — « 
und ?i— 6 gewonnen, daher gleich V r 

. . 1—« . , 

* jA^acostf+a 1 ' 

also, wie zu beweisen war 

Ta**(B n +k m ) «■ 



«=<J Yl — 2ocosö+o* 

Um auch die Formel (8) zu verificiren, raultiplicire man die 
rechte Seite wiederum mit a", und summire nach n von 1 bis oc, 
schliesse also den Werth u = 0 aus, für den die Gleichung nicht 
zu beweisen ist. Man zeigt wio oben, dass die Reihe cönvergirt 
wenn a < 1, und betrachtet gesondert den Theil, welcher das erste 
Glied in (8) zur Summe liefert und den, welcher vom zweiten her- 
stammt. Der erste ist i 



1 f 
nJ 



9 *m$(pd(p 



. (asinwA-a 2 sin2flp + a 3 sin3op4-etc.) 
J ^(cosy-cosfl) v T 

oder, wenn die Sinasreihe summirt, und der Werth 

ttsinysinjy 
v 1 — 2aco8<p-fa* 

durch 

. (l-^cosjrp 



' 005 * ff ~~ * l-2acosy + a ? " 
ersetzt wird, gleich 



-*J i 



cos^rfqp , (1 — a ) 



2(cos<p — cO3 0) )1 — 2aco8 0+or 
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in dieser Formel kann man noch 



•fi /2 (cos <p — cos 0) 

mit seinem Werthe — $ (s. ob.) vertauschen. 

Der zweite Theil folgt aus dem ersten, Ähnlich wie bei Be- 
trachtung von (7), durch gleichzeitige Vertauschung von a und 6 
mit *— a und #t— 0, wird also 

1 + a 

X -J- i -■ - - ■ ■ - -~ . 

Durch Addition beider Theile und Uinzufugung von /*°(cos0) = 1 
entsteht endlich die »Summe 

IV' * 1 

n • }'l-3acos0+~a• 

Es; ist sonach genau bewiesen, dass (7) und (8), mit den oben an- 
gegebenen Beschränkungen für n = 0, P"(cos0) wirklich darstelleu. 

§. 11. In der Einleitung zeigte sich, dass P m (x) die Lösung 
einer Differentialgleichung sei, auf welche man einfach ge- 
führt wurde, wenn mau den von Laplace zuerst gewählten "Weg 
einschlug. Nach dem hier gewählten Gange ist die folgende Art, 
jene Gleichung mit Legen dre*) abzuleiten zweckmässiger. 

Mit der Bezeichnung des §. 3 findet man durcli directes Dif* 

■ 

ferentüren 

■ i • . . . • 

Hieraus ergiebt sich 

, ; ; . Bx da 

und durch Subtraction die Differentialgleichung von T 



•) EietCHM* T. II, ptg. »67, No. 138 
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Setzt man für T die Reihe 2a*P m (x), und bemerkt, dass 

da *— = n(n+l)a>< 

dass die linke Seite der Differentialgleichung demnach wieder eine 
nach Potenzen von a geordnete Reihe wird, die nur dann ver- 
schwinden kann, wenn jedes Glied für sich verschwindet: so findet 
man, indem das n te Glied Null gesetzt wird, die Differentialglei- 
chung der Kugelfunction 

(9)... (l_*«)<>^_2*iy^+n(n+l)P» = 0. 

Diese Differentialgleichung zweiter Ordnung lässt sich vollständig 
integriren, sobald zwei verschiedene particuläre Lösungen gegeben 
sind: ist eine von diesen eine ganze Function von x, nicht aber 
die andere, so muss die erste bis auf eben constanten Factor mit 
P*(x) übereinstimmen. 

Hier sieht man auch (§.9), dass die Wurzeln der Glei- 
chung P n = 0 sämmtlich verschieden sind. Denn hätte P n 
gleiche Wurzeln x = a } wo a nicht 1 sein kann (§. 3), so wurde 

dP n 

für a?=« nicht nur P n verschwinden, sondern auch und 

d*P M 

nach (9) auch ^p-* Differentiirt man (9) noch mehrere Male, so 

entsteht immer eine lineare Beziehung zwischen P* und seinen 
Differentialquotienten, die daher alle für x =s a verschwinden müss- 
ten. Es wäre also P* bis auf einen constanten Factor (x—a)", 
was nicht der Fall ist 

Anmerk. Setzt man für x einen Ausdruck, wie er §. 1 durch 
cos y bezeichnet wurde, nämlich 

x = acos0-f &8in0cosi/>-f csinösiny 
wo *+V+e**m 1, so lässt sich zeigen, dass P n (x) der partiellen 
Differentialgleichung (6) des §. 2 genügt. Man vergl. im zweiten 
Theüe §. 66. 

§. 12. Die gefundene Differentialgleichung (9) tritt bei vielen 
Untersuchungen auf, und nimmt durch Einführung neuer Ver- 
änderlichen Formen an, in denen man ihre ursprungliche Gestalt 
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nicht sofort erkennt Es sollen deshalb die am häufigsten vor- 
kommenden Transformationen hier zusammengestellt werden. 

Die ursprüngliche Gestalt der Gleichung, von welcher eine 
Lösung » = P*(x) ist, war nach §.11 

(«)... (l-^)g.-2a ? -g-+fi(»+l)s = 0; 

ohne weitere Substitutionen lässt sie sich offenbar in 

(6)... dx ** +»(»+l)» = 0 

umgestalten. Durch die Substitution x = co80 geht (o) in 

(«0 • • • ggl +cotang0. -^-+»(»+1)* = 0 
oder auch in 

d(sin0- 

(d) ... _£__4. Ä («4-i)gin^* = 0 

über, in welcher Gestalt sie bereits §. 2, 6 auftrat. Wird für x 
eine Grösse p durch die Gleichung ^ , 4-« , = l eingeführt, so entsteht 

(e) ... () (^l)|!| + (2^1)^-»(« + l)e» = 0. 
Wie (6) aus (a) oder (d) aus (c), so folgt aus (e) 

v) ... y?^ — g^-^ — *(i.+i)<*=o, 

die Form, welche bei Lame**) vorkommt, auf deren Zusammen- 
hang mit (o) der Verfasser **) hinwies. Endlich gestalte man 
noch (a) durch die Substitution um, welche schon §.4 erwähnt 
war und die von grosser Bedeutung sein wird, nämlich durch 

und findet dann 

Gr) ... { , (i-i*)|^-2f|j-»(»+i)(i-{')» = o. 



*) LiouYÜle, Journal de Mathematiques , Tom. IV: Sur 1'eVjuilibre des 
temperatures dang les corps solides homogenes de forme ellipsoidalo , conceruant 
pexticuli&rement les ellipsoides de rerolution p. 861. 

**) Dissertatio inauguralis: De aequationibua nonnollis diiferentialibus, 
Berolini 1842 und Grelle, J. f. Math. Bd. XXVI: Ueber einige Aufgaben, welche 
auf partieUe Differentialgleichungen führen, 8. 200. 
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i ■ . f ' • : . i. . . • • ■ • .. ■ • ■ ■ ■ 

Zweite« Kapitel. , 

Uatwickeliiiig nach Kugelf unctionen. 

§. 13. Die Differentialgleichung der Kugelfunetionen (9) wird 
in dem folgenden Kapitel vollständig integrirt; in dem gegen- 
wärtigen sollen einige Entwickelungen von Functionen einer Ver- 
änderlichen nach den P ausgeführt werden. In der Abhandlung, 
welcher der Ausdruck von P durch die Integrale (7) und (8) ent- 
nommen wurde, beweist Dirichlet einen allgemeinen Satz, den 
man im zweiten Tbeile, im 5ten Kapitel finden wird, und der eine 
wichtige Vervollständigung dieses Kapitels giebt, aus welchem folgt, 
dass jede Function f(x) f die zwischen x = -^1 und x = 1 endlich 

• r 

bleibt, in eine nach Kugelfunetionen fortschreitende Reihe 
(10) ... f(x) = A 0 P 9 (x)-\-A i P\(x)+A t P i (x)+etc. 
entwickelt werden kann, in der die A von x unabhängige Constante 
bezeichnen. Dies allgemeine Resultat wird hier nur erwähnt, soll 
aber weil es an dieser Stelle noch nicht bewiesen ist, hier keine 
Anwendung finden. 

§. 14. Lässt sich eine Function f(x) durch (10) darstellen, so 
kann man jedes Mal die Coefficienten A durch ein Integral bestim- 
men; indem dieses hier gezeigt wird, stellt sich zugleich heraus, 
dass eine solche Entwickelung, wenn sie überhaupt möglich ist, 
nur auf eine Art geschehen kann. Es ist dazu der Beweis des 
Hülfsatzes erforderlich, dass 

/ P n {pp)F i (x)dx :, ., 

verschwindet, wenn m und n verschieden sind, dass dies Integral 
gleich - — — w » r ^ wenn m = w. Den Kern dieses Satzes in nobh 

ä Fl 1 

allgemeinerer Gestalt hat Laplace*) bewiesen; gerade in dieser 
Gestalt ist der Satz von Legen dre nachgewiesen**) und zwar 
zuerst für gerade Indices m und n, später fUr beliebige Indices. 



*) Memoiwn der Pwiasr Akademie v. Jahre 1782 S. 183. 
**) Memoiren von 1784 S.373 und von 1789 8. 384. 
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La place bedient sich zum Beweise einer seitdem bei Diffe- 
rentialgleichungen häufig angewandten Methode, indem er durch 
Multiplication von (9) in der Form (6) des §.12 mit P m (x) und 
Integration nach x von —1 bis 1 erhält 

-l -1 

Integrirt man rechts durch Theile, und wendet, wie es bei ähn- 
licher Gelegenheit häufig geschieht, die Bezeichnung [V>(aO]£ an > 
um damit die Differenz y(b) — ty(a) auszudrücken, so verwandelt 
sich die rechte Seite der vorigen Gleichung in 

Der von der Integration freie Theil verschwindet für <r = ±l; 
das Integral geht durch Wiederholung der Operation in 

also in das letzte Integral allein über, weil der Theil, welcher vor 
dem Integrale steht, wiederum verschwindet. Da ferner P m der 
Differentialgleichung 

ak< 1 -*^---<-+ 1 > p " 

genügt, so wird endlich 

n(n+l)f l p m P H dx = m(m+l)f l p m P*dx 

d. h. das Integral selbst gleich 0, wenn m und n verschieden sind. 

Legendre beweist seine Resultate an der zweiten Stelle, in- 
dem er von 

r x dx 



... r— 



ausgeht. Da 

(l-2r^+r*o*)"* = 2r*Q»P n (x) 

Heine, Handbuch d. Kugelfunclionen. 3 
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» 

so ist (a), wenn wirklich 

yV?"ite = 0 

und nur dann, von q unabhängig und der Factor von r u in der 

Entwicklung von (o) wird gleich 

f\f\x)Ydx 



sein müssen. Dies zeigt sich in der That, indem (a) ausgeführt 

-log— also 



< 1 +T+i+ ete O 



giebt. Da aber bereits der erste Theil des Satzes, welcher sich 
auf verschiedene Indices m und n bezieht, erwiesen ist, so kann 
man um eine einfachere Rechnung zu haben statt (a) den ein- 
facheren Ausdruck (q = 1 gesetzt) 

(6) f l-2rx+r* 



-l 



1 1-fr 

benutzen, der gleich — log^--^ ist. Andrerseits wird er 

f\2r*P\x)y dx 
-i 

also gleich der Doppelsumme nach m und » von 0 bis oo: 

Da die Glieder verschwinden, in denen m und n verschieden sind, 
so reducirt sich die Doppelsumme auf die einfache 

J?r»^(?*(*))'* 

welche gleich 

22- f5 " 



2*i-fl 

sein muss, so dass schliesslich 

2 

gefunden wird. 



/V(*))'' 
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§. 15. Die wirkliche Bestimmung der Coefficienten A 
in (10) erfolgt nun auf eine Art, welche ganz analog der bekannten 
Methode ist, welche bei der ähnlichen Aufgabe angewandt wird, 
die sich auf trigonometrische Reihen bezieht. Multiplicirt man 
nämlich, um A m zu finden, die Gleichung (10) mit P n (x), und in- 
tegrirt nach x auf beiden Seiten von —1 bis 1, so entsteht nach 
Anwendung der beiden Resultate des vorigen Abschnittes 

(11)... A m = ?^f l f(x)P n (x)dx. 

Wäre f(x) noch auf eine zweite Art in eine nach Kugel- 
functionen fortschreitende Reihe 

f(x) = B,P a (x)-\-B i P l {x)-\-B t P t (x)+^. 
entwickelt, so dass 

SA n P n (x) = 2B n P*(x) 
ist, so giebt dasselbe Verfahren der Multiplication durch P*(x) und 
der Integration nach x von —1 bis 1, A n = B n , also den Satz, dass 
eine Function nur auf eine Art nach Kugelfunctionen entwickel- 
bar ist. 

Man zieht endlich hieraus den Zusatz, dass alle A verschwin- 
den müssen, wenn für alle x von —1 bis 1 

A 0 P° (x) + A k P l (x) + A t P % (x) + etc. 
Null wird; denn eine Entwicklung von 0, mit der die vor- 
stehende übereinstimmen muss, ist O.F'-f-O.P'-f etc. 

Man wird hieraus hinlänglich erkannt haben, wie die Coeffi- 
cienten -Bestimmung und der Beweis von der Einheit der Ent- 
wickelung sich aus dem Satze über das Integral im §.14 ergiebt; 
an mehreren folgenden Stellen kann man ähnliche Sätze für all- 
gemeinere Entwickelungen mit Hülfe eines ganz entsprechenden 
Satzes über ein Integral herleiten. An jenen Orten wird es 
nun erlaubt sein, ohne die Schlüsse dieses Paragraphen 
zu wiederholen, sogleich die ähnlichen Folgerungen zu 
ziehen. 

Anmerk. Zur Ermittelung desWerthes von J* P m P n dx kann 



mau sich auch der Formel (3) bedienen, durch welche das In- 

3* 
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tegral in 

2"+" JI(>w) n(n) 7 dx" dx» 



s Tl{2n) f l dr- n (x*-\) m , t 
(m)n(n)J dx"-* ' 



übergeht. Eine n fache Integration durch Theile verwandelt diesen 
Ausdruck wenn « I_ w in 

(-!)' 
2~+"/2(w) j 

indem (a? , ~l) w die Wurzeln + 1, wfach enthält, also seine m— 1 
ersten Differentialquotienten für a: = + 1 verschwinden. War m >• n 
so giebt die Integration sofort 0; war m = n, so hat man 

2 2 -JI(n)JI(n)y ^ i; ^ JI(»)ir(«)y 1 ' 2«+l 

§. 16. Da eine grosse Anzahl wichtiger Functionen in Reihen- 
form nach aufsteigenden Potenzen von x entwickelt vorkommt, so 
wird man diese (M. vergl. §. 17 und 19), abgesehen von der Conver- 
genz, nach Kugclfunctionen ordnen können, wenn man im Stande 
ist, jede ganze Potenz von x z. B. x n in die Form der 
Reihe (10) zu bringen. 

Zunächst lässt sich zeigen, dass es möglich ist x" nach Kugel- 
funetionen zu entwickeln ; denn nach (2) lässt sich x n linear durch 
P*(x), ä— 2 , etc. ausdrücken, x*~ 2 wieder durch P n ~ 2 (x), 

a>— * etc., also endlich x* linear durch P", P"~ 2 , P"~*, etc. bis P 3 
und a:, oder bis P 8 und a; 0 . Bemerkt man, dass x = P 1 , 1 = P°, 
so folgt aus dieser Betrachtung, dass es erlaubt ist 

= ^,P"(ar) +A m - 2 P*- 2 (x)+A m - A P— 4 (x) + etc. 
zu setzen. Nach (11) ist dann 

-i 

wenn m der Reihe nach die positiven Zahlen n, n — 2, » — 4 etc. 
vorstellt. , 

Der Werth dieses Integrals lässt sich ermitteln, selbst 
wenn nicht, wie hier, n eine ganze Zahl bedeutet; es darf bei den 
zunächst folgenden Rechnungen n eine beliebige gebrochene Zahl 
vorstellen, auch negativ sein, muss in letzterem Falle aber <C 1 ge- 
nommen werden, wenn »i gerade, < 2, wenn m ungerade ist Das 
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so verallgemeinerte Integral betrachten wir zuerst, und gehen dann 
zur Entwickelung der ganzen Potenz x", deren Möglichkeit allein 
untersucht war, zurück. 

Es ist klar, dass4 m für ein ganzes n verschwindet, wenn n<m. 
In diesem Falle würde nämlich die Entwickelung von x* nach Ku- 
gelfunctioncn, deren Form man schon kennt, kein P m enthalten, 
also die ganze Reihe für x* nach Multiplication durch P m und In- 
tegration in Bezug auf x zwischen —1 und +1 verschwinden. Hier- 
aus folgt, dass auch 

J' 1 irP m (x)dx 

o 

verschwindet, wenn n ganz, n < m, m — n eine gerade Zahl ist; in 
diesem Falle enthält nämlich x*P m nur gerade Potenzen von x, das 
Integral zwischen 0 und 1 ist also die Hälfte desselben zwischen 
—1 und 1. 



Hier erhält man gelegentlich den Satz, dass 

J*\ft{x)P m (x)dx 

verschwindet, wenn \f>(x) eine ganze Function von x von 
geringerem als dem m ,rn Grade vorstellt. 

Die Function P m (x) hat die Form 

P m (x) = ax m +ßx m -*-\-yx m -*+ctc, 
wenn a, ß, y, etc. gewisse bekannte Zahleoefticienten bezeichnen, 
deren Werth man aus (2) ersehen kann; es ergiebt sich daher, 
wenn » beliebig bleibt, und nur den oben angegebenen Bedingun- 
gen unterworfen ist, (wenn es negativ genommen werden soll), 



x" P m (x) dx = — i~~~TT + / . + , 7 + etc. 



u 

Die rechte Seite, auf gleiche Benennung gebracht, verschafft einen 
Zähler der nach n eine ganze Function iat, und zwar je nachdem 

W? 77t —~ 1 

m gerade oder ungerade ist vom Grade — oder — jr — , der ferner 

für n = m— 2, ro— 4, etc. 2, 0 im ersten Falle, im zweiten für 
n = m — 2, m — 4, etc. 3, 1 verschwindet. Das Integral ist also 
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resp. gleich 

t "^-'>fa-*>-"^-»+|> (» gerade) 
(»-f-m+1)(n-f *»— 1)...(«+1) v ö ' 

(fl-l)(«-3)...(n-»i+2) 

ä t~i tvtt — ; rrrr ( m ungerade), 

(n-\-m+l)(n + m— l)...(n + 2) v b /; 

wo & eine Constante nacli n bezeichnet. Da für n = oo und ein 

endliches m 

nf 1 x *P m dx = a+/?-f-y-f etc. 



.m 



d. b. gleich P (1) = 1 wird, so ist k = 1, und man findet 



nn m, \ • n(n— 2)...(n— m+2) , 
rc".P (a;)<te = - — ; , .. . , — : — -— , (m gerade) 



- (n+m+ l )(w+TO _l)...( n + 2 ) ^rade). 
Kehren wir zu unserer Entwickelung zurllck, so handelt es 
sich hier um den Fall eines ganzen n, und eines m, welches so 
beschaffen ist, dass n—m nicht negativ und gerade ist. Multiplicirt 
man in diesem Falle die erste Formel im Zähler und Nenner durch 
1.3.5... («—1) und 2.4.6... (n—m) die zweite durch 1.3.5...« und 
2. 4. 6... («—*»), so entsteht 

(12) ... A m = (2m+1) n » 



2.4...(n— m) 1.3.5. ..(w+m+l) 
Die Entwickelung von x n wird daher 



iE* = 



+ (2 n-7) (2 " +1 >'f- 1 ) p-\,) + etc.). 



2.4 

Diese Untersuchungen rühren von Legendre*) her, der zuerst A m 
für gerade m, in den späteren Arbeiten für alle ganze m und be- 
liebige n, natürlich mit den hier gemachten Beschränkungen, ohne 
die das Integral seine Bedeutung verlieren würde, ableitet. 

§. 17. Ein Beispiel von der Art, wie der Ausdruck des 
§. 16 für x n angewandt werden kann , um eine gegebene Potenz- 
reihe nach Kngelfunctionen zu entwickeln, bietet die Function 

1 1 x x* 
= — +-i+-r+etc. 



y—x y y * 



*) Memoiren von 1784 8. 373 und Exercioes Tom. II, S. 252. 
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dar, die convergirt, so lange x <. y. Werden die Potenzen von x 
nach der erwähnten Formel in Kugelfunctionen umgesetzt, und alle 
Glieder gesammelt, welche dasselbe P enthalten, so entsteht eine 
Reihe von der verlangten Art. Zu dem Gliede, welches P n (x) 

enthält, tragen die Glieder der ursprünglichen Reihe — — v — , etc. 

bei, nämlich resp. 

(2i,+l)J7(>.) t (2»+l) JI(n+2) 

1.3.5...(2ft+l) y ' 2.1.3...(2*+3) i ' ' 1 *' 

setzt man also 

{ ,3)... (wixrw = 1 .3, 6 2 :! ( r- 1 ) G- , + ( -^w^- 3 

(fi+l)(n+2)(it+3)(»+4) 5 \ 
2.4(2»+3)(2n + 5) V + V 

so wird 



(14) . . . -i_ = 2: (2»+l)P- «. 

Die vorstehende Entwickelung, welche vom Verfasser *) mitgetheilt 
wurde, gilt nicht wie die Fotenzreihe immer wenn x<^y; es ist 
sicher ausserdem erforderlich, dass y grösser als 1 sei. Vorläufig 
wird man einsehen, dass die Entwickelung nicht mehr nothwendig 
unter den früheren Bedingungen gilt, indem die Glieder der ur- 
sprünglichen Reihe verschoben und vertheilt wurden, um die neue 
zu verschaffen, so wie, dass die Reihe Q* nur convergirt, wenn 
y>l ist; an einer anderen Stelle soll die Convergenz und der 
Werth der Reihe (14) für reelle und imaginäre y genau untersucht 
werden (§.41). 

Für y = 1 erhält (13) schon einen unendlichen Werth, wie 
man aus den allgemeinen Untersuchungen von Gauss**) über die 
hypergeometrische Reihe weiss. Gauss setzt nämlich die Reihe 

aß_ x+ ^+nm±ii x . +etc . 

l.y 1.2.y(y+l) 



*) Crelle, Journal f. M. Bd. XLII: Theorie der Anziehung eines Ellipsoid* 
8.72. Efl scheint rweckmässig, (2t»-f-l)ß* «u nennen, was dort Q* hiess. 

»*) SoeieUtis regi&e geientiarum Gottingensis commentationes Tom. II. classis 
ad a. 1812: Diaquiaitiones generalcs circ* Seriem infinitam 

' l.y 
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18, 14. 



gleich F(a, ß, y, x) und zeigt (Sectio tcrtia) 

a) dass für x = 1 die Glieder in's Unendliche zunehmen, wenn 
a+ß— y — 1 positiv ist, 

6) dass sie zu einer endlichen Qrenzo convergiren, wenn 

«+/*-r-i = o, 

c) dass sie zu Null convergiren, wenn a-\-ß—y—l negativ ist, 

d) dass die Summe der Reihe (für x = 1) immer und nur 
endlich wird, wenn a + ß—y negativ ist. 

Man kann an dieser Stelle mit Gauss (No. 17) bemerken, 
dass die Reihe (1 — x)S für x = 1 verschwindet, wenn S eine 
solche Reihe 

S ss a 0 +a l x-\-a t x t +ctc. 
bezeichnet, deren Glieder a mit wachsender Entfernung vom An- 
fange zu Null convergiren (a x = 0). Es ist nämlich (1 — x)S die 
Reihe 

flo+^K — «oR^K— «J-fete.; 
Die Summe der ersten «Glieder, d. h. bis x n (a n — a n ^ l ) inel. wird 
für x = 1 

a 0 + (a l -a {t ) + (a i —a i )...+ (a n - a«^) , 
d. h. a Hi nimmt also mit wachsendem n zu Null ab. 

Um diese Resultate auf Q a anzuwenden, ziehe man in (13) 

auf der rechten Seite y""" 1 heraus, und findet für die Reihe, welche 

dann in der Parenthese bleibt, den Ausdruck 

/»-hl ti + 2 2n + 3 A 
\ 2 ' ~Y~*' 2 ' J J> 

der für y = l unendlich wird, weil a+ß—y gleich 0 ist; (l—y*)Q*(y) 

oder (1 — y)Q*(y) muss aber für y = 1 verschwinden. 

§. 18. Eine nur oberflächliche Verglcichung von P in der 
Form (2) mit Q zeigt, dass abgesehen von den constanten Facto- 
ren, welche in die ganzen Reihen multiplicirt sind, P n (x) in Q n {x) 
durch Vertauschung von n mit — (n + 1) übergeht. Dieselbe Ver- 
tauschung lässt aber die Differentialgleichung (0) ungeändert, so 
dass zu vermuthen steht, es werde auch Q*(x) eine particuläre Lö- 
sung von (9) sein, die dann von P*(x) verschieden ist, weil Q für 
« = oo verschwindet, und P unendlich wird (§. 11). 
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Um die vermutbete Beziehung zwischen P und Q zu beweißen, 
setze man 

y— x 

und findet 

Entwickelt man nun durch (14), V in eine Reihe, und setzt nach 
§. 12, 6 für 

seinen "Werth — n(n+l)P"{x), so giebt die Gleichung für V 

T(2«+l)P"( J :)[J((l-j,*)ÖI)+«(n+l)0"w] = 0, 

und nach dem Zusätze des §. 15 das Resultat, dass der Factor 
von (2n+l)P m (x) für sich verschwindet, d. h. dass Q*{x) wirklich 
der Differentialgleichung (9) genügt. 

Die hier eingeführten Functionen Q sollen, wegen ihrer Ver- 
wandtschaft mit den P, Kugelfun ctionen zweiter Art heissen. 
Hier sind sie durch (14), also nur filr den Fall definirt, daas ihre 
Veränderliche grösser als 1 ist; im folgenden Kapitel wird ihre 
Definition verallgemeinert werden, so dass sie noch für kleinere 
Werthe der Veränderlichen eine Bedeutung behalten. 

Die Kugelfunctionen zweiter Art treten zuerst bei Gauss*) 
in Gestalt hypergeometrischer Reihen auf, und spielen dort eine 

x-\- 1 

Rolle als Reste bei der Kettenbruch -Entwickelung von log ^_ t 

(M. vergl. hierüber das sechste Kapitel); als particuläro Lösung 
von der Differentialgleichung (9) der P in Arbeiten des Verfassers **). 
Ueber andere Formen wird man später das Nähere finden. 

§. 19. Zu den Betrachtungen des §. 16 zurückkehrend, ist 
man jetzt im Stande, abgesehen von etwaiger Divergenz, die Ent- 
wickelung einer beliebigen Function f(x) y die nach auf- 



*) Commentationes Gottin gen acs Tom. III : Methodus nova integralium valores 
per approximationem inveniendi, No. 18. 

**) Dissertation und Crelle J. f. M. Bd. XXVI, §.2. 
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steigenden Potenzen von x geordnet ist, nach den P vor- 
zunehmen. Ist nämlich 

f(x) =b « 0 +ö l a?-f-o t a? , -f etc. 
eine gegebene Function von x, so setze man, indem man sich die a 
gegeben denkt, nach §. 16 sämmtliche Potenzen von x in Kugel- 
functionen um, und findet 

f(x)=Tc m P*(x) 9 

wo zur Abkürzung gesetzt wird 

1.2.3... * / (»+!)(»+ 2) ^. 
^ 1.3.5...(2»-l)V , *" t ~ 2(2» + 3) a " +2 

, Qt+l)(n+2)(n+3) (n+ 4) \ 
+ 2.4 (2ft+3)(2ii-f6T ö,,+4+etC *> 

War z. B. «.ss-i^ 80 entsteht die Reihe (13); war f(x) gleich 
e*?, also 



n 



so wird 

" 1.3...(2n— 1)V ' r 2(2«+3)' r 2.4(2» + 3)(2ii+ö)* t ' /' 
Für f(x) = (y+a?) m , wo 

_ m(m-l)...(m-n+ij 
a *~ 1.2.3... /i y 9 

findet man 

_ m(m-l)...Qn-n-f-l) / \ 
U ~ 1.3.5...(2»-1) ^ V + 2.(2»+3) y+ etc -;- 

Die Entwickelungen dieses Paragraphen hat Bauer*) zuerst 
veröffentlicht. War f(x) eine hypergeometriscbe Reihe, bo werden 
im Allgemeinen die Coeffieienten C ähnliche Reihen höherer Ord- 
nung, die sich in besonderen Fällen, z. B. wenn die Elemente a, fi, y 
der gegebenen hypergeometrischen Reihe ganze Zahlen oder unend- 
lich werden, auf einfachere reduciren. Dasselbe tritt auch zuwei- 
len ein, wenn <x, ß, y einen Buchstaben enthalten; der eine bestimmte 
ganze Zahl vorstellt: in solchen Fällen kommt es vor, dass ein 



*) Borchardt, Journal f. M. Bd.LVI: Von den Coeffieienten der Reihen 
Ton Kugelfunctionen einer Variablen. 8. 118. 
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Coefficient C, der mit diesem Buchstaben zusammenhängt, sich 
sentlich vereinfacht. Ein Beispiel hierfür bietet die Entwickelung 
von f(x) = (l+kx*j~ r dar, welche für ein ungerades n offenbar 
C 9 = 0 giebt, für d n einen Werth, welcher auB dem Producte von 

( i /W"'^ 11 " 1 ) 1.2.3... (2») 

* ' 1.2.3... n 'l. 3. 6. ..(4ii-1) 

und der allgemeineren hypergeometrischen Reihe 

(2ü+1)(2»+2)(»+h) 
2 .(4»+3)(n+l) 

(2»+l)(2»+2)(2n4-3)(2w-f4)(v+»)(y4-w+l) , t 
~*~ 2 . 4 (4»+ 3)(4n + 5)(n + l)(n+2) 

besteht & n vereinfacht sich nur wesentlich, wenn man v = »+ } 
macht, und zwar wird es dann gleich * 



4«+l^ 2n+l (2n+l)(2n+3) \ 

— 2~*+ 271 * - etc.; 

d. h. = 



2/i +; 

4„+l (_*)' 



2»+l (1+*)-+* 

Diese Grösse ist also der Coefficient von P U (x) in der Entwicke- 
lung von (l+kx*)"-*"* nach Kugelfunctionen für dieselbe hat man 
nach §. 15 einen Ausdruck von anderer Form, nämlich 

4»+l n P 7m (x)dx 

und findet so die Gleichung, welche Legendrc*) an verschiede- 
nen Stellen bewiesen hat 

'* P* n (x)dx 2 (-*)" 



Herr Bauer zeigt am angef. Orte, dass in einigen Fällen 
die gefundenen Reihen für C durch Zähler und Nenner von ge- 
wissen Kettenbrüchen dargestellt werden können ; es sind dies aber 
ganz besondere Fälle, die erst durch allgemeinere Betrachtungen 
in das rechte Licht treten, und sich dann als Resultate erweisen, 



*) Zuerst in den Bavens ötrengers Tome X, S. 426, übersichtlicher in den 
Memoiren tob 1784, S. 377. 
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welche Untersuchungen über die hypergeometrische Reihe ange- 
hören. Das Nähere findet sich in den Arbeiten des Verfassers*). 

Reihen, welche nach Potenzen von y absteigen, entwickelt 
man in ähnlicher Art nach den Q, indem man, nach Anleitung der 
früheren Paragraphen, versucht, die Potenz durch eine nach 

den Q geordnete Reihe darzustellen. Man findet dieselbe durch 
»malige Differentiation von (14) nach x, wenn dann x = 0 gesetzt 
wird. Hierdurch entsteht 

wenn rechts nach der Differentiation x = 0 gesetzt wird. Nun ist 

aber — ^ gleich 0, wenn »>m, da P m eine ganze Function 

vom m**" Grade ist; derselbe Differentialquotient verschwindet fer- 
ner für a? = 0, wenn m — n ungerade wird. Um ihn in den an- 
deren Fällen zu ermitteln, suche man in P m (x) den Coefficienten 
von x* auf, der gleich 

1 \~~T~~ 1 »3.5 ...(«+« — 1) 
*~ ' JI/t.2.4... {m — n) 
wird, so dass man erhält 



2.4 



+(2 „ +9) (?!Lh^±3) e .M W+etc .). 



Ist nun 



n=ao 

eine gegebene Function von y, so wird, wenn man F(y)~2 D n Q n (y) 
setzt, 

_ 1A5...(2»+1)/. «(«-1), , n(n-l)(n~2)(n-3) , \ 
Wird F(t/) = -i— gemacht, so geht D H offenbar in (2n+l)P*(x) 

y & 

über, wie es nach (14) sein muss. 

*) Borchardt, Journal f. M. Bd. LI II S. 284: Schreiben an den Heraus- 
geber; ausführlicher Bd. LVII S. 231: Ueber die ZHhler und Nenner der Nftherungs- 
werthe von Kettenbrüchen. 
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§. 20. Functionen, die als trigonometrische Reihen 
gegeben sind, lassen sich auf ähnliche Weise wie Potenz- 
reihen nach Kugelfunctioncn entwickeln, indem zunächst 
Reihen für sinm0 und cosm0 gebildet werden, die nach P(cos0) 
fortschreiten, wie man sie früher für eine Potenz aufsuchte. Hier 
soll der Gang in so fern abgeändert werden, dass man sogleich 
die gegebenen Functionen in die verlangte Form umsetzt, und 
sinm0 und cos mO als specielle Fälle betrachtet. Man beginne 
mit den Sinusreihen, da die Hülfsformeln für diese fast fertig 
vorliegen. 

Es sei 

f{6) = a,sin0-f a t 8in20+a 3 sin30-f-etc. 
wo bekanntlich a M durch die Gleichung (§. 10) 

a n = lf n f(0) srnrnddO 
gefunden wird. Denkt man sich f(0) in die Form 



f(6) = 2 C n P n (cos 0) 

gebracht, so ist (11) 

C n = 5l±i f" f(0)P n (cos dym 6 dd. 

Im §.4 Form, (a) findet sich die Entwickelung von P* (cos 0) nach 

Cosinus der Vielfachen; es ergab sich dort 

\P n (cosd) = 2k m cos(n-2m)0, 

wenn zur Abkürzung 

_ 1.3...(2w— 1) 1.3. ..(2m— 1) n(n— !)...(»— m+1) 
" ~~ 2.4... (2n) 1.2... m (2w— l)(2n— 3).. .(2/i— 2m+l) 

n i 

gesetzt ist, und die Summation von m = 0 bis m = — oder 
m = y ausgeführt wird, je nachdem n eine ungerade oder gerade 

Zahl bezeichnet; in letzterem Falle muss die Hälfte des von 0 
freien Gliedes genommen werden. Hieraus folgt, dass sin0P"(cos0) 
gleich 

2Mr w (sin(*i— 2m+l) 0— sin(n— 2m— 1) 0) 
ist; da für ein gerades n das letzte k in dem Werthe von £P" 
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halb zu nehmen war, und *mOP n mit k m 8m0 schliesst, so hat in 

T 

der obigen Summe auch dies Glied den richtigen Werth, wenn die 
Summation nur so weit fortgesetzt wird, dass die Vielfachen von 0 
positiv bleiben. Es folgt hieraus 

-/"KP) Bin(*-2m-l) Odd) 

oder endlich 

C m = — n 2k m (a*_ 2 »+i "~ fl«— 2»-i), 

die Summe über alle m von 0 an so weit ausgedehnt, wie die In- 
dices der a positiv bleiben. Die Reihe fUr C n ist also: 

* 2.4... (2n) „ 
(2»+l)* 'l.3...(2»-l) C - - 

, !•» / , , 1.3.n(n— 1) . % , 

+ 1^=1) - ^ + 1.2.(2„-l)(2*-3) (a - 3 - ö - 5) + etc ' 

die bei a t — a Q = a f oder a, schliesst. 

Setzt man alle a bis auf eines, z. B. das m 1 ' gleich 0, und 
a«= 1, so ergiebt sich im speciellen Falle die Reihe für sinmtf, 
nämlich 

4 2. 4. 6... (2m -2) t 
IT' 1.3...(2m-3) 8,nmÖ = t**- 1 )* ( C08 *) 

+ ttm4- 31 i-l*"- 1 ) p«+i . / 2m , 7 x 1.3.(2m-l)(2m-fl) +3 • 
+ (2W + 3) 2. (2m) P + < 2m + 7 > 2.4.(2m)(2m+2) P + etc ' 

(2m-l)(2m+l) (, m+l 7) l>(2m+3) p , + 3 . . \ 

(2m) (2m+2) ( v (2w+3)P + (2wi+7) 2.(2m+4) P + etc '> 

Bei Behandelung der Cosinus-Reihen ist es erforderlich, 
P"(cos0) nach Sinus der Vielfachen zu entwickeln, um Integrale 
von der Form 



P m (co*O)cosm0smOdO 

ü 

ermitteln zu können; das Resultat, welches sich hierbei ergiebt, 
wird auch für §. 29 von Interesse sein. 
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Um diese Entwicklung vorzunehmen, verwandele man zunächst 
cosrntf in eine Sinus-Reihe, wenn m ganz und positiv ist Wird 
(O<0<*) 

cosmd = a t B\nd+a t sin 20+ etc. 
gesetzt, so findet man a p durch das Integral 

gleich 0 wenn m+p gerade ist, in den übrigen Fällen 



±( »+_!_). 

n \p4-ro p — tiu 



Es ist daher 

+ .b(.-l)< 5S l T _I) + Bin(«,-3)<^-I) + etc. 

wenn die untere Reihe fortgesetzt wird, so lange die Vielfachen 
von 0 positiv bleiben. Aus den allgemeinen Prinzipien (§. 10) 
weiss man , dass die Formel für 0 ss 0 nicht mehr gilt. Mau 
hat also 

die Summe nach p so genommen, wie oben gesagt wurde. Die- « 
sen Werth setze man in J > "(cos0) ein, und findet dadurch für 
P*(cos0) eine Sinusreihe 

jP*(cos0) = a |8 in0+a t sin20-f*... 

in der, wie man sofort bemerkt, nur solche Vielfache von 0 vor- 
kommen, die mit n-f-1 zugleich gerade oder ungerade sind, so dass 
also On+ip = 0, und dass nur die a von der Form o» + 2 P +i zu be- 
•timmen bleiben; der Index n+2p+l mag grösser oder kleiner 
als » sein, jedenfalls ist er aber positiv. Es wird nun, nach dem 
Einsetzen des Ausdrucks ftir cosmtf, als Factor von sin(n-f2p-f 1)0, 
d. h. für a»+ap+i folgender Werth gefunden: 
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-f- n ' — -H 1 — , t> , 0 oder 



2w+2p+l ' 2n+2p— 1 1 ' «-|-2p+2 «+2/H-1 



H — ö — 5~5 — h**H — °^ er 



2p + l ' 2j> + 3 ' ' n + 2p w+2/H-l 
Da offenbar k p = und da eine von Ä 0 beginnende Reihe 
der k, wenn man nach demselben Gesetze immer neue k bildet, 
bei k a von selbst abbricht, so ist jene Reihe auch: 

a " +5 ' + ' = %+i + W + Ä + etc> ' 

fortgesetzt bis sie von selbst abbricht. Sie lässt sich summiren, 
wenn eine Formel von Pfaff*) benutzt wird, welche sich auf 
solche Reihen bezieht, welche nach Art der hypergeometrischen 
gebildet sind, aber im Zähler und Nenner ein Element mehr ent- 
halten als die von Gauss. Ohne Anwendung dieser Formel führt 
auch die nachfolgende Betrachtung zu dem gleichen Ziele: 

Zun Lieh 9 t kann man beweisen, dass die Reihe für p= — 1, 

__2, ••• oder — — verschwindet; es ist nämlich 



* /P H (coaO)zmmOdO = a m 

0 



daher 



• * 

P"(cos 



und dieses jedenfalls 0, so lange m<Zn. Denn, setzt man cos0 = a?, 
so ist cosmtf eine ganze Function von x des nur w ,en Grades, also 
verschwindet (§. 16) 

. • 

J* P*(x)co&mddx. 

o, = i fp"(x)dx und a, = f 1 f'(x)xdx 

verschwindet, so wird daher, wie behauptet war, 

0 =*= a„_i = a H _ 3 — a„_5 = etc. = a t oder a v . 

*) Nova acta Petropol. Tome XI, 1797. Supplement a ühiatoire S. 61. 
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Hieraus folgt, dass kein kleineres Vielfache von 0 als das 
(n 4-1) fache enthält, dann aber auch, wie sich sogleich zeigen 
wird, ein einfacher Werth für die a, welche nicht verschwinden. 

Erstens bemerke man, dass die Reihe für a n +i p+l nur das 
Zeichen, nicht den Werth ändert, wenn p mit — w — p — 1 ver- 
tauscht wird. 

Denn die beiden Glieder der Reihe, welche ein und dasselbe k 
z. B. k r enthalten, sind 

ky k r 
2p+2v+l ' 2p+2n — 2*+l ' 

verwandeln sich also durch diese Vertauschung in 

kr k y 

2p + 2w — 2*+l ' 2p + 2v+l ' 
Die Reihe verschwindet also nicht nur für die Werthe — 1, 

— 2, ... — n 2 1 oder — y von p, sondern auch für — », 

— (»—1), ... — , oder —(-2+ 1 )> f ur »11° — P von 1 

bis i», (indem auch für p = — — die Reihe verschwindet, da 

sich dann die untereinanderstehenden Glieder direct fortheben). 
Zweitens; bringt man die Reihe auf den Nenner 
(2p+l)(2p + 3)...(2p + 2/,+l), 
so ist der Zähler nach p eine ganze Function vom n lPn Grade, 
deren Wurzeln durch die vorhergehende Betrachtung bekannt sind. 
Die Summe derselben ist daher 

(p+l)(p + 2)...(p+n) 
(2p-fl)(2p+3)...(2p+2w + l) ' 

wo c einen von p unabhängigen Werth bezeichnet. Setzt man, 
um ihn zu bestimmen, p= oo, nachdem man mit p multiplicirt hat, 
so wird 

2^ = *(*o + Vfctc.) 

d. h. = 4P"(1) = i, also c as 2", und dadurch die neue Entwicke- 
lung der Kugelfunction 

Hei oe, Handbuch «1. KugeHuociioneo. 4 



Digitized by Google 



50 I. Theil. Zweiteg Kapitel. §. 21, 15. 

(15) ... « AW) = 

1.3( W +D(t»4-2) 8in(w+5)g + etc .). 
T 1.2(2»+8)(3ii+5) V X ; T V 

Für ft = 0, wo P = 1 wird, erhält man eine bekannte Reihe. 

Mit diesem Resultate versehen, gehe man zur Aufgabe zurück 

f(d) = 4& 0 + & t cos 0 +6, cos 20+ etc.; 
b M = ~f n f{0)co*mddd, 

in eine Reihe 

/W= TKp w (cos0) 
umzuwandeln. Da die Gleichung (11) zeigt, dass 

D n = /"* P" (cos 0) sin 0 <*0 

und P"(cos0) a ~[a, + isin(n+l)0+a* +3 8in(n+3)0+ etc.] 
ist, so wird 



P » = P ^«-+V+i /"* /W [cos(»+ 2p) 0 - cos (n+2p + 2) 0] d0 

_2»+lP^ 

* p—O 

Setzt man für o seinen Werth, so wird 

2.4... (2„) / 1. (,+ 1) 

" 1.3...(2n-l)V " 0 " +J '^l.(2n + 3) v " +l * + " 

, 1.3. (h+1) {n+2) lu 
+ 1 .2.(2»+3)(2„ + 5) (»-+♦-».+«)+ 

woraus die Entwickelung von cosm0 ohne weiteres folgt 

§. 21. Die Beispiele von der Darstellung der Functionen einer 
Veränderlichen in Reihen von Kugelfunctionen, welche im Vorher- 
gehenden auftraten, genügen, um den Charakter dieser Entwicke- 
lungen zu zeigen; es wurden hier vorzugsweise allgemeine Formen 
von darzustellenden Functionen betrachtet, während in besonderen 
Fällen gewisse Hülfsmittel mit Vortheil sich anwenden lassen, die 
hier erwähnt werden sollen. 
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Ist die Entwicklung einer Function nach P gegeben, so l&sst 
sich aus derselben leicht die Entwickelung. der rrfachen 
Function ableiten, wozu nur erforderlich ist, dass xP(x) nach 
Eugelfunctionen entwickelt wird. Hierzu kann man sich einer 
Formel bedienen, welche Gauss*), später Bonnet**) angegeben 
hat, aus der Bonnet, wie er ebendaselbst sagt, nach den Prinzipien 
von Sturm die Realität etc. der Wurzeln von P=0 beweist. 
(M. vergl. hier §. 9.) Diese Formel sagt, dass zwischen drei P 
mit aufeinanderfolgenden Indices die Beziehung 

(16) ... (n+l)P 9+ \x)-(to+l)xP m (x) + nP^\x)*=0 
besteht. Sie ergiebt sich aus §. 11, aus welchem zunächst 

(l-2ax + a*)?r^+(a-x)T = 0 

folgt; setzt man hier für T die Reihe 2a*P (n \ also 2na % ~ l P n 
dT 

ftlr und fasst zugleich Alles zusammen, was in dieselbe Potenz 

von a, z. B. multiplicirt ist, und das dann offenbar flir sich ver- 
schwinden muss, so wird 

(n+l)P*+ l -2nxP*+(n-l)P- l +P m -\-xP n = 0, 
welches die zu beweisende Gleichung ist. Sie gilt auch noch für 
ii = 0, und giebt dann 

P l -xP° = 0. 

Eine ähnliche Gleichung leitet man für die Q vermittelst (14) 
ab; aus dieser folgt nämlich zunächst durch Multiplication mit x 

und dann mit Hülfe von (16) 

W(M) ((»+ 1 ) p " + ' (») + nP "' (*))• 

*) Methodus nova, integr. Yalorcs etc. no. 19. 

**) Liouville, Journal de Math. T.XVII: These de Me'canique, Sur le de*- 
veloppement des Fonctions en 8e*ries ordonnees suivant les Fonctions X n et Y„ , 
8.207. Es werden hier beide Stellen erwähnt, indem der merkwürdige Umstand 
eintritt, dass Gauss in seiner Arbeit nirgend bemerkt, dass die Functionen, auf 
welche er geführt wird, die Kugclfunctionen sind; sie treten bei Gauss überall 
als Nenner von Näherungswerten eines Kettenbruchs auf. Auf die Uebereinstim- 
mung der Gaussischen mit den Eugelfunctionen macht erst Jacob i im 2ten Bande 
des Cre 11 eschen Journals S. 226 aufmerksam. 

4* 
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Wird diese Reihe nach P, nicht nach Q geordnet, so geht sie in 

P?Q l +P l (l . (?•+ 2 P , (2^ , -|-3(? 3 ) 
etc. +p"(»0"- 1 +( n +l)0" +1 )+ etc. 

über. Nun ist aber 

also die vorige Reihe auch gleich 

P*(yQ°~l)+3yQ*pi+etc. + (2n+l)yQ n P' , + etc. 
Nach §.15 sind zwei nach P entwickelte gleiche Ausdrücke identisch, 
so dass sich für w>0 die Gleichung 

(16, a) ... (»+l)(? n+1 (y)-(2«+l)y(?-(y)4-»(? B - 1 (y) = 0 
ergiebt, die für n = 0 mit 

vertauscht werden muss. 

An die zwei Gleichungen (16) knüpft Herr Dr. C. Neumann, 
dem der Verfasser noch andere schätzbare Mittheilungen und Ver- 
besserungen verdankt, folgende Bemerkungen: 

Man sieht dass P*(x) durch recurrirendc Formeln aus P""" 1 , 
P"~ 2 , etc. gefunden wird, dass also P* von P° und P 1 durch eine 
lineare Gleichung 

P n (x) = AP l (x)+BP*(x) 
abhängt, wenn A und B gewisse ganze Functionen bezeichnen. 
Vergleicht man (16, a) mit (16), so ergiebt sieb, dass auch 

Q H (x) = AQ t (x) + BQ\x) 
sein muss, wo A und B dieselben Functionen wie früher werden. 
Nimmt man die Beziehung von P l zu P° und von Q x zu Q° hinzu, 
so folgt 

P n (x) = (Ax+B)P° 

Q*(x) = (Ax+B)Q°-A. 
Nun ist P° = 1, also Ax+B = P", folglich 

Q*(x) = P n (x)Q°(x)— A. 
War x reell und grösser als 1, so giebt (13) 

W = ilog|±i, 

wodurch sich für Q n (x), wenn der Buchstabe A mit Ä" vertauscht 



Digitized by Google 



§. 21, 16. I. Theil. Zweites Kapitel. 53 

wird, der Werth 

findet, und hier stellt R" eine ganze Function von x vor, die, wie 
man leicht bemerkt, vom n—V 1 " 1 Grade ist. 

Vorstehende einfache Entwickelung einer Formel, die Gauss*) 
zuerst gegeben hat, durfte an dieser Stelle nicht übergangen werden. 

Eiu zweites Mittel zur Auffindung neuer Entwicke- 
lungen nach Kugelfunctioncn bietet eine von Christoffel **) 

dP* 

angegebene Gleichung für dar. Mit Bauer***) a. ang. O. 

dP" 

beweist man diese leicht, wenn man erwägt, dass -j^- nur die 

n — 1'% n— 3 ,e , etc. Fotenz von x enthält; entwickelt man den 
Differentialquotienten nach Functionen P, so nimmt er daher die 
Form 

A H .iP n - l + A R _iP n - 3 + A m . s P*- 5 + etc. 

an, wo 

2m+l fhlP' 



-i 

dP m 

Ist wie bei uns m < n, also gewiss von niedrigerem Grade 
als P (w) , so verschwindet 

1 dP M 
P n %-dx 

und es wird 



2 

-i 



[ f\p m dr+p n dp m ) 



2-1+1 [p-p-]!,- 



2 

Da in unserem Falle m die Zahlen n— 1, « — 3, etc. durchläuft, 
also m + tt ungerade ist, so wird A m = 2m-\-l, und man hat die 



*) Methodus nova integralium valorcs per approximationem inveniendi No. 18. 
M. vergl. auch Ncumann's Arbeit, die in §.33 erwähnt wird. 

**) De motu permanenti electricitatis in corporibus homogenois. Disscrtatio 
inauguralis. Rcrolini 1856, p. 53. 

***) Journal f. M. Bd. LVI, S. 102. 
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Eiitwickelung 

(17) ... = (2n~l)P' , - , (a;)+(2n-5)P w - 3 (a ; )+(2 W -9)P"- 5 H+etc., 

wenn die Keine bei P 1 oder P° abgebrochen wird. 

% Ein ähnlicher Ausdruck findet sich für die Q; da nämlich 
(y—x)- 1 , nach x und y differentiirt, gleiche und entgegengesetzte 
Werthe giebt, so entsteht 

-2 {2 „+l)P"( x) M^>L = J?(2»+l)9"(,)i^, 

oder gleich 

2(2n +1) Q* (y) ((2m- 1) P n ~ 1 (s ) + (2« - 5) P* -3 (x) + etc.). 

Fasst man die Factoren von P^(x) zusammen, so wird schliess- 
lich erhalten: 

(17, a) ... _ÖL = (2w +3)0* +, (y) 

+ (2n + 7) (T +3 (y) + (2n + 1 1 ) <?" +5 (y) -f etc. 

Anmerk. Eine Function, die nach Potenzen von x absteigt, 
lässt sich nur auf eine Art nach Q entwickeln; setzt man nämlich 



f(x) = ^Q' + ^a^+^a^+etc., 



andrerseits 

= _- + _ + --+..., 

und benutzt (13), so wird 

6, = a { b t = a t 

■ 1 f. ,3 

5 = a5 + 2T7 Ö3+ 5*°' 5 = a * + 2Tü ° 4 + 7 rt * 
etc. etc., 

so dass die a durch nicht widersprechende und bestimmende lineare 
Gleichungen aus den 6 gefunden werden. 
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Drittes Kapitel. 

Die Kugelfunction zweiter Art. 

§. 22. Im vorigen Kapitel §. 17 und 18 wurden Functionen 
Q m (x) als Kugelfunctionen zweiter Art dadurch eingeführt, dass 
man (x — y)"" 1 , wenn x>y und ausserdem <r>>l war, nach den 
Kugelfunctionen erster Art von y entwickelte. Die Möglichkeit 
der Entwickelung vorausgesetzt, ergab sich dort, dass 

vv ' 1.3...(2»+1)\ T 2(2» + 3) 
der Coefficient von (2n+l)P"(y) ist, und dass (?"(*) ein Integral 
der Differentialgleichung (9) wurde, d. h. von 

Um das letzte Resultat auf directem Wege festzu- 
stellen, entwickele man nach den gewöhnlichen Methoden, die 
man in den üblichen Handbüchern der Integral-Rechnung findet *), 
die Integrale jener Gleichung nach absteigenden Potenzen von x. 
Setzt man dazu 

z = x" -f a g jr Ä - 2 + a 4 a?°- 4 -f etc., 
so ergiebt sich zunächst zur Bestimmung von a die Gleichung 

«(o-fl) = «(« + !), 
aus der für a die zwei Werth e a = w und a=— n— 1 folgen; ferner 

(a— 2m)(a— 2m— l) 

fl2 W+ 2 — (hm ( a _ 2 m — 2)(a — 2m— l)-w(w-f-l)' 
Mit Hülfe der Gleichung 

ß(ß+l)-n(n+ 1) = (0 _„)(/?+„+ 1) 

findet man 

(q — 2m) (a — 2m — 1) 

und hieraus für a =• ;t die Reihe (2), welche /^(x) darstellt; für 
a = — n— 1 die oben angegebene für Bedeuten a und 6 

willkürliche Constante, so setzt man ans den beiden particulären 

*) Z. B. Tergleiche man Euleri institutioncs calculi integralis, Vol. II, 
Sectio I, Cap. VIII. 
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Integralen das allgemeine durch die Gleichung 

z = aP*(x) + bQ m (x) 
zusammen, und zwar ist dieses für x > 1 gültig, indem wohl P für 
jedes endliche x endlich bleibt, aber Q nur für x > 1 convergirt. 
Da P für x = oo unendlich, Q aber Null wird, so kann eine Lö- 
sung, die für x = oo nicht unendlich wird, nur die Form bQ" ha- 
ben; sie wird dann mit x n + l multiplicirt für a?=oo endlich blei- 

12 n 

ben; war diese endliche Grösse gegeben, z. B. ' v so 

ist dadurch die Constante b bestimmt, in dem Beispiele gleich 1. 

§. 23. Diese Function lässt sich durch ein bestimmtes 
Integral darstellen, welches dem von Laplace für P* angege- 
benen (§. 7) ähnlich v.ird, und für alle x, auch solche die <C 1 
oder die imaginär sind, nicht aufhört der Differentialgleichung (9) 
zu genügen. Man kann hierzu gelangen, indem man (9) durch eine 
Reihe integrirt, welche nach Potenzen von x±) f x*— 1 geordnet ist 
(von e i9 } wenn # = cos0 gesetzt wird), und die der Reihe (b) in 
§. 4 für P entspricht; wenn man diese dann in ein Integral um- 
setzt, wie es in §. 30 geschehen wird. Man kann aber auch auf 
eine andere Art, die manche Vortheile bietet, und sich den §. 6 und 7 
näher anschliesst, zu demselben Ziele kommen. 

Eine so einfache erzeugende Function, wie man sie in der 
Quadratwurzel für die P besitzt, Hess sich für die Q nicht auffin- 
den, wenn man nach Potenzen einer Grösse (wie früher a) ent- 
wickeln will; es tritt liier bei entsprechender Behandlung zur 
Quadratwurzel noch ein Logarithmus, der für imaginäre x beson- 
dere Untersuchungen erfordert, und aus diesem Grunde wurde Q(x) 
zunächst §. 17 durch die Entwickclung von (x— y)" 1 nach P(y) 
eingeführt. Eine für den gegenwärtigen Zweck geeignete erzeu- 
gende Function ergiebt sich aus der Betrachtung, dass das In- 
tegral (§. 7) 

J_ f* d<p 



welches gleich 



>/ a(x + cosqpyx 1 — 1)— l' 



}/l — 2ax+a* 
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ist, als Erzeugende der P angesehen werden konnte. Diese Be- 
merkung lässt sich auf folgende Art benutzen: 
Es genügt T (§. 11) der Differentialgleichung 

(«)... (l_^)_-2^+a-A_^ = 0; 

daher muss 



(6) . . . / '— 



!(a;^-co8yyJ; , — 1) —1 

wenn man es für T in (o) einsetzt, einen Werth für die linke Seite 
von (a) geben, der für g = n verschwindet. Wird die Rechnung 
ausgeführt, und denkt man sich g constant, d. h. von a und x un- 
abhängig, so verwandelt sich die linke Seite von (a) in 

a sing 

y^^T ' [«(tf + cosg/irT^T)— 1«] ' 
einen Ausdruck, welcher fUr g = n wirklich verschwindet. Noch 
für einen anderen constanten Werth von g verschwindet derselbe, 
nämlich für ein solches g, dass sing = oo, was nun geschehen kann, 
wenn g imaginär ist. Führt man deshalb in (6) für <p einen ima- 
ginären Winkel it ein, so ergiebt sich, dass 

(18) U= f™ d \ 

J ft (a; + cosifyV-l)— 1 

der Gleichung (a) genügt. Um sich von der imaginären Substitu- 
tion unabhängig zu machen, kann man nur durch Einsetzen direct 
zeigen, dass wirklich U die Gleichung (a) befriedigt. 

Dieses Integral, welches hier unausgeführt bleiben soll, das 
übrigens keine höhere Transcendente als Logarithmus und Are. tang. 
enthält, wird als die Erzeugende der Q betrachtet werden. Wir 
Betzen fest, dass die ^x 9 — 1 so genommen wird, dass die 
reellen Theile von x und ix* — 1, ebenso auch (§. 8) die imaginären, 
gleiches Zeichen haben, dass, wenn x reell und kleiner als 1 ist 
(rc=cos0), ^x 9 — 1 positiv imaginär genommen wird. Da diese 
Festsetzungen noch bei andern Gelegenheiten vorkommen werden, 
(die letzte ist wegen der Anwendungen gemacht, bei denen 0 in 
der Regel zwischen 0 und n liegt), so soll dies der Kürze halber 
dadurch ausgedrückt werden, dass man sagt, x und ^x 9 — X werden 
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mit gleichem Zeichen genommen. Ist et hinlänglich gross reell, so 
wird der Nenner untor dem Integrale (18) nie verschwinden, und 
das Integral einen endlichen Werth besitzen, wenn nicht o? = ±l. 
Ist x reell, so ist dies sofort klar; im anderen Falle bedarf es 
eines einfachen Beweises. 

[»Beweis. Ist x z. B. nicht negativ, und setzt man wie §. 8 

x = a-höi 
ix'-l=p±qi, 
so wird der Nenner unter dem Integrale (18) 

a(a-f pcost*) — l±ia(6-fgcost0 
also nie 0, da costf reell und > 1. Das Integral bleibt endlich 
da, wenn e* = * gesetzt wird, es die Form 

r m dz 

J c+g*+hz x 

annimmt, wo c, g, h noch imaginär sein können und h nicht ver- 
schwindet, wenn nicht x = +1. ZerfUllt man das Integral in einen 
reellen und einen rein imaginären Theil, so wird jeder das Integral 
einer gebrochnen Function, deren Nenner vom vierten Grade, deren 
Zähler vom zweiten ist.J 

Da (x-fcostf ]/j; Ä — l) nicht verschwindet, so lässt sich U bei 
hinlänglich grossem a nach absteigenden Potenzen von a entwickeln. 
Nach diesen Vorbereitungen definiren wir die Kugelfunction zwei- 
ter Art so: 

Werden x und ^a?'— 1 mit gleichen Zeichen (s. ob.) 
genommen, so setze man die durch (18) bestimmte 

Function U gleich es heisst dann Q n (x) dien*« 

Kugelfunction zweiter Art. 

Folgende Eigenschaften derselben sind sogleich klar: 

1) Sie genügt derselben Differentialgleichung (9) wie P*(x). 
Denn U genügt der Gleichung (a), und verfahrt man mit U wie 
§.11 mit T, so findet man dieselbe Differentialgleichung (9) 
für Q*(x). 

2) Sie wird durch das Integral 
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ausgedrückt, dessen Form der von P* in (5, a) entspricht. 

3) Sie verschwindet fllr x = oo , und verwandelt sich mit 

a?* +1 mnltiplicirt für x = oo in 

1.2.3... n 
1.3.5...(2iH-l)' 

woraus sogleich zu schliessen wäre (Schluss des §.22), dass für 
jedes x, welches grösser als 1 ist, das neue Q mit dem alten über- 

* 

einstimmt. 

Beweis. Für x = oo wird 

dt 



(1+ cos**)"* 1 



oder, da 2costf = e i -\-e~ 1 ist, gleich 



2~m/~ d J- 



gleich 

/* dt 

Setzt man e* = *, und multiplicirt unter dem Integrale Zähler und 
Nenner mit «<•+*>', so entsteht 

2 ,r **dz _ r(n+l)r(n+l) 
7 * ' r(2n+2) ' 

also genau der Quotient 

1.2.3... n 
1.3.5...(2n+l)' 

§. 24. Die Function Q ist durch (19) vollständig bestimmt mit 
Ausnahme des Falles x == 0, in welchem das Zeichen von yV— 1 
ungewiss bleibt. Dieser Fall kann der Grenzfall eines reellen ver- 
schwindenden x sein, und dann wird nach unseren Festsetzungen, 
gleichgültig ob x positiv oder negativ war, 

° M(0) = i^/ (cosi!r+* ' 
Ist Null die Grenze eines rein imaginären positiven oder nega- 
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tiven x, was man durch {oi) oder resp. (— oi) bezeichnen kann, 
«0 hat man 

(TM « (-l) M+l Q*(-oi) = <?»; 
soll endlich o Grenze einer complexen Grösse sein, so stimmt der 
Werth mit Q(oi) oder Q(— oi) tiberein, je nachdem vor dem Ver- 
schwinden von x der imaginäre Theil positiv oder negativ war. 
Die Ausführung des obigen Integrals giebt übrigens 

m 2"" 1 2 2 
0 (°) = ^(» + 1) 

Für x- +1 findet man ferner 0"(±1) = ±cx>. 

Im Allgemeinen wird = (— ir +1 (>" (a;); nur der Fall 

macht eine Ausnahme, in welchem x reell und zugleich < 1, also 

x = cos 6 ist. Denn ist x = a + 6t, yäT*— 1 = p+gt, wo die oberen 
und ebenso die unteren Zeichen zusammen gehören, und a und p 
ebenso auch b und q (§. 8) zugleich positiv, negativ oder Null sind, 
so wird nach den Bestimmungen über die gleichen Zeichen von x 

und ^a;*— 1 auch Q(x) im Nenner dio Potenz von (x+coBit^x*— 1), 

Q(—x) von (— x— cosit^x* — 1) enthalten. Aus diesem Grunde 
wird in den folgenden Paragraphen, wenn nicht ausdrücklich das 
Gegcntheil bemerkt, und x nicht reell und zugleich <C 1 ist, immer 
x positiv gedacht, d. h. mit positivem reellen Theile oder, wenn x 
rein imaginär war, mit positivem imaginärem Theile; die Allge- 
meinheit der Untersuchung kann nach diesen Auseinandersetzun- 
gen hierunter nicht leiden. 

War aber a?=cos0, so gebraucht man um Q(x) zu bilden, 
den Zahlwerth von sintf; nimmt man deshalb 6 zwischen 0 und n, 
so wird 

o"(cos0) = r f 

K } J (cosö + tsinÖcosiO^ 1 

K J v K > J (cosfl-isintfcost*)"* 1 

Diese beiden Ausdrücke unterscheiden sich, wie man sogleich sehen 
wird, wesentlich von einander. Geht man auf die erzeugenden 
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Functionen der rechten Seiten zurück, so sind sie nach (18) resp. 

dt 



daher wird 



(cos 0 + 1 sin 6 cos i t) — 1 

dt , 

*(cos0— tsinöcostf) — 1 1 



n n o • • a f costfdf 
1 0 J (acos0 — l^+a'tin'dcoa'tJ 

Den Nenner verwandle man in 

1 + a* - 2« cos 6 - er 1 sin* tfsinNf , 
und setze die reelle Grösse 

e 1 — e~ 1 

cti sin 0 sin it et sin 0 — ^ = *, 

wodurch die Grenzen von * resp. 0 und oo werden. Ferner ent- 
steht dadurch 

U t -U 0 » %if ^«cos^a«***' 

u 

und wenn das Integral der rechten Seite nach bekannten Kegeln 
ausgeführt wird, 

u-u 9 = , in 

Die rechte Seite ist die erzeugende Function der P, mau mag sie 
nach aufsteigenden oder absteigenden Potenzen von a entwickeln, 
so dass sich als wesentlicher Theil des Unterschiedes der beiden 
Q ein P herausstellt, und zwar ist genau 

(c) . . . (-l)" +, 0"(-cos0)-()"(cos0) = i*P"(cos0). 

Da <?"(cos0) die Form A-Bi hat, und dann (-l) n+1 Q n (-co*0) » A+Bi 
sein mu8s, so folgt B =\nP n (cos 0), also 

Q*(co*0) = A-iniP" (costf), 
wodurch der imaginäre Theil von p"(cos0) gegeben ist. 

Anmerk. Die Function Q ist im Allgemeinen stetig und ein- 
werthig; sie wird nur unendlich für a? =+l, mehrwerthig für x = 0. 
Die Willkürlichkeit bei der Festsetzung des Werthes von 0(cos0) 
hätte sich vermeiden lassen, wenn allgemein für x eine reelle oder 



Digitized by Google 



I. Theil. Drittes Kapitel. §.24,19. 

imaginäre Grösse 0 eingeführt wäre, so dass cos0 =» x, und dann 

Q als Function von 0 selbst, nicht von cos0 angesehen wird. Da 
meistenteils cosö das gegebene Argument ist, so wäre es mit 
grossen Unbequemlichkeiten verbunden, wenn man 0 selbst tiber- 
all einführen wollte. Es ist aber für manche sorgfältigen Unter- 
suchungen von Werth, zu wissen, wie sich durch Einführung von 
0, oder besser von & e Alles gestaltet. 

Man führe deshalb, wie schon im §.4 an einer Stelle ge- 
schah, eine Grösse £ als unabhängige Veränderliche ein, und setze 
2x = £+£~\ wodurch 2]/a^I = £-£ _1 wird. Wenn 1T(Ö>1, 
also | = r(co8i//+»8ini/>) und r>l, so haben 2x und 2}/i F — 1 
im obigen Sinne gleiche Zeichen, da ihre reellen Theile resp. 

(r-f-i^cos^, (r — i)cost//, die imaginären ähnliche Ausdrücke 

sind, und r— i positiv ist. Wird dagegen r<l, d. h. Jf(£)<l, 

so haben x und 1 entgegengesetzte Zeichen. Wird endlich 
r = 1 , so können x und ^x % — 1 alle Zeichencombinationen durch- 
machen. Setzt man nun 

so stimmt (>"[£] mit Q n {x) überein, sobald J!f£>l; sie stim- 
men überein wenn Jlf(£) = 1 , und £ einen positiven imaginären 
Theil hat: ist dieser Theil negativ so kann man durch Gleichung (a) 
auf der Stelle (?"[{] durch Q n {x) und P*(a?) ausdrücken (s.u.). 
Es wird ()[!] überall einwerthig, aber nicht nur für £ = 1, (x s= 1), 
unendlich, sondern für alle £ auf der Linie der reellen £ von £= — 1 
bis In der That, der Nenner in (19, a) verschwindet für 

ein t, wenn ^ — — negativ und >1 wird; dazu muss £'—1 negativ 

sein: für ein negatives £* wäre aber ^ t ^ < 1, also ist £, wenn 

jener Nenner verschwindet, reell und < 1. Dies ist nothwendig 

und wie man sieht hinreichend, um den Bruch ~ — - negativ und 

§ — l 

> 1 zu machen, so dass es vermehrt um costt gewiss für einen 



* 



Digitized by Google 



§.24,19. L Tkeil. Drittes Kapitel. 

Werth von t «wischen 0 und oo verschwindet. Es hat also <?[$] 
eine Linie der Unstetigkeit, indem es für alle reellen { von — 1 
bis +1 unendlich wird, und für M (£) < 1 eine Folge von Werthen, 
die nicht mit denen von Q (x) übereinstimmen, und sich von diesen 
dadurch unterscheiden, dass costf bei Q[£] im Nenner mit dem 
umgekehrten Zeichen von dem bei Q(x) auftritt. 

In dieser Bezeichnung sagt die Formel (a) dieses Paragraphen, dass 

(6) ... 0"[!]-(n!]=t*p"(*) 

ist, wenn Jf(|) « l ; man kann hinzufügen, dass (6) auch noch für 
M(^) > 1 besteht, wenn nur £ einen reellen positiven Theil be- 
sitzt aber nicht reell ist; letztere Bedingung ist erforderlich, da- 
mit Q[^] endlich bleibt. Dies kann man zeigen, indem man 
wie oben auf die erzeugende Function zurückgeht, wobei zu 
bemerken ist, dass dann die Einführung von a für % nicht durch 
reelle Substitution geschieht. Man kann auch folgenden Weg ein- 
schlagen: 

Es ist die Differenz der Integrale Q % \l~ l \ - Q*[£] d. h. 

dt /• dt 



/oo 
— 



cos« ]/a? , -l)" +1 «jf (a?-f-cosi/ j/^-l)" 4 " 1 
zu betrachten, die sich in 

\pdt 



r 



% l)8in , tf)" +1 
wo V die Differenz der (n+l) ,en Potenzen von 
{x+ cos«/ ^x % — 1) und (a? — cos«! ^x % — 1) vorstellt, also eine ganze 
Function von x, }fx % — 1, cos«/, genauer eine ganze Function von 
Xy (x 9 — ljsin 1 «/, diese noch multiplicirt mit cosif ^x % —\. Setzt 
man zunächst die reelle Grösse «sin«« = y, so wird das Integral 



Jl-xf 



wo % eine ganze Function von x und x*) 9 bedeutet, die 

nach y höchstens vom n*» Grade ist. Da x nicht zugleich reell 
und >1 sein soll, so muas 1 — x % entweder reell und positiv, oder 
imaginär werden; ffl^-x 9 sei die Wurzel mit reellem positivem 



Digitized by Google 



64 I. Theil. Drittes Kapitel. §.24,19. 

T heile, (der reelle Theil kann unmöglich Null sein). Macht man 

y^l— x % = z, so verwandelt sich das Integral in J* *^^\ »+i > 

wo <p eine ganze Function von x bezeichnet, auch von z vom höch- 
stens n 1en Grade; die Integration ist Uber eine gerade Linie zu er- 
strecken, die von 0 ins Unendliche durch den Punkt ^l—x % = a+ßi 
geht (§.8); man kann dafür auch von 0 auf reellem Wege bis 
ins Unendliche integriren. Ist nämlich P = g+hi irgend ein Punkt 




q>(z) 



der bezeichneten Geraden, so dass a:ft = g:h, so wird 

(1-f »*) 

für keinen Werth z, der in dem Dreiecke APQ liegt, unendlich, 
also ist das Integral über AP vermehrt um das über PQ gleich dem 
über AQ. Das Integral über PQ ist 

(p{iz+g)dz 



- 0 (1 +(•» + «!)»)■ 

verschwindet also, wegen des Grades n von qp, für g = cc. Die 
Integration darf daher über die verlängerte AQ, d. h. auf reellem 
Wege von 0 bis oo ausgeführt werden. Ordnet man nun qp(s), wel- 
ches eine ganze Function von x war, nach Potenzen von x, so ent- 
steht auch nach der Integration eine ganze Function von x, die für 
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a? = cos0 bekannt, nämlich wie man aus (a) weiss, inP" (cos0) ist 
Es muss daher die Differenz (c) allgemein %nP n (x) sein, immer 
vorausgesetzt, dass £ nicht reell, also x nicht reell und grösser als 
1 genommen wird, in welchem Falle das eine Integral oo wäre. 

§. 25. Im §. 7 tritt neben dem Integrale, welches (19) ent- 
spricht, ein zweites verwandtes auf; im §. 8 wird die Gleichheit 
dieser Integrale durch eine Substitution direct gezeigt. Dieselbe 
Substitution verschafft eine zweite Form für Q, wie hier gezeigt 
werden soll; es wird nicht sogleich der Fall eines ganz beliebigen 
x behandelt, sondern zuerst die allgemeine Methode auf besondere 
Fälle angewandt, die sich sowohl durch Einfachheit empfehlen, als 
auch durch den Vortheil, den die einfachen Resultate an anderen 
Stellen verschaffen. 

Der erste Fall sei der eines rein imaginären x; man mache 
x = iy, und denke sich y reell und positiv. Wird dann gesetzt 

pn(H/ _ ycostf + yy + l 

COS U — r- ■ . 

y-f-cosi/}/p+T 



SIL U 



sin i ^ 



idz + cost/lV+l)' 
—1 



y-cosKjy-H =— —_ , 

y+coBt/yy+1 

du = — — T 

y-\-co8ttyy t + 1 

mit der Bestimmung, dass u = 0 für * = 0 sei, so muss, wenn t 
von 0 bis oc wächst, u immer wachsen (da ^ positiv bleibt) , und 
für * = oo entsteht, ohne dass cosu je negativ geworden wäre, 
cosm = -===-, Bin u = -= } , so dass u der arecotgy wird, 

welcher zwischen 0 und 4 n liegt. Hieraus ergiebt sich (y pos.) 

(20) . . . er« = Q'iiy) = (-«r/" ^ +eM<< }p T rr 

« — 1-+7 {y - costtj/yM 1 !)" da. 

Heine, Handbuch d. Kugelfunctioaen. 5 
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Der zweite besondere Fall sei der eines positiven reellen x, 
welches grösser als 1 ist. In diesem Falle setze man 

cos«« = V , = ö > 

x+ costfj/ä^T 2 

. . . — isintf e w — c-" 

— tsinttt — 



x + coaiftfx*— 1 2 

1 

a* — cosiwlV— 1 = , 

oosit^x*— 1 



x+cosi<yaJ Ä — 1 
i* = 0; t = 0, 
und hat demnach wiederum eine reelle Substitution, durch -die 
erhält 

(20, a) ... Q*{x) = di 

% ( 



-/ 



(x — costtt/x»— l) n du, (x> + l), 

u 

wenn die obere Grenze der reelle Logarithmus der positiven Wur- 
zel ist. In der That, die vierte Gleichung zeigt, dass u mit t 
wächst, also positiv bleibt, die erste und zweite, dass e* von 1 bis 

*±L = JEti wächst 

Der dritte besondere Fall, dass x reell und <C1 ist, erfordert 
schon eine imaginäre Substitution, weshalb er mit dem allgemeinen 
zugleich behandelt wird. 

Anmerk. Dieselben Substitutionen lassen sich bei beliebigen, 
nicht ganzen und nicht positiven n anwenden; sind die Grenzen 
des Integrals nach t beliebig gegeben, nicht 0 und oo, so findet 
man durch obige Gleichungen zwischen u und t das entsprechende u. 

* §. 26. Es sei jetzt x eine beliebige Grösse, nur nicht rein 
imaginär oder reell und zugleich >1; es ist für das Folgende 
bequemer, diese schon behandelten Fälle auszuscUiessen, obgleich 
die Resultate noch in diesen Fällen brauchbar bleiben. Der reelle 
Theil von x sei positiv, und x und yx*— 1 mit gleichem Zei- 
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eben versehen; war x = cos 0, so sei wiederum 0<* also < 
und ya;*— 1 = tsin0. 

Setzt man x = cos(0 — «*), und versteht unter «, wenn es 
nicht 0 ist, eine positive Grösse (für a = 0 ist immer O<0<^re 
zu nehmen), se wird der reelle Theil von x gleich cos 0. cos et«; 
da er positiv sein soll (Annahme), so liegt 0 zwischen — \n und 
\n. Es wird bei der Untersuchung yV— 1, }^a;— 1 vor- 

kommen, jede mit positivem reellen Theile; man kann zeigen, dass 
das Produkt .^x— 1 mit ^x*— 1 dem Zeichen nach, also 

überhaupt übereinstimmt Es ist nämlich 

*±1 = g 

d. h. gleich dem Quadrate von 

a+ei g-f tf* 

7ä 

Werden die Wurzeln mit positivem reellen Theile genommen, so 
entsteht die Gleichung 

y^/xnhl = (el a ±e~-i a )coB\0+i(el a +e'-l a )smlO 
indem ei°+e-i° immer positiv sein muss (« ist positiv) und eben- 
so cos 40 (da 0 zwischen — $n und \ti liegt). Das doppelte Pro- 
duet der beiden Wurzeln hat als reellen Theil 

(e* — e~ a )co80; 

ist daher positiv. 

War im besonderen Falle a=0, so setze man )!x+l = /2.cosJ0, 
^x— 1 = 1/2. sin 40; das Product der Wurzeln ist dann genau 
^x*— 1, wie diese Wurzel genommen werden sollte, nämlich isin0. 

Es wird ferner 

jx~+i — e-"— 2»sin0 
|/^Z3 e a — 2cos0 + e- a ' 

der reelle Theil hat also das positive Zeichen, der imaginäre das um- 
gekehrte von 0; für a = 0 verhält es sich ebenso mit dem imagi- 
nären Theile, während der reelle verschwindet. 

Nach diesen vorläufigen Betrachtungen fuhren wir für die 
Grösse t durch dieselben Gleichungen, wie im zweiten Falle des 

5* 
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vorigen Paragraphen eine Grösse w ein; den dort aufgestellten 
Beziehungen zwischen u und t mag noch die eine 

ßU _ eV\x+H-e-Vjx— 1 

zur besseren Uebersicht hinzugefügt werden. Hieraus ist klar dass 

e u von 1 bis \ kommt, während t von 0 bis oo; um aber u 
]/a;-l 

selbst zu verfolgen, setze man 

« = p+?», 

wo p und o; von t abhängen. Da x von der Form 

rr = ß+tSsin0 

ist, wo R und S beide positiv sind (denn x = cos(0 — at), und a 

positiv), }fx t — 1 aber, mithin auch ^r-f-cosi^a; , — 1, dieselbe Form 
hat, so wird (a?-fcosif fa* — l) -1 gleich r — isaind zu setzen sein, 
wenn auch r und s positiv sind. Hieraus folgt mit Hülfe des 
Ausdrucks von du 

i 

dp + iety = (r — ismnd)dt, 
d. h. p wächst fortwährend mit t, q wächst oder nimmt fortwährend 
ab, je nachdem 0 negativ oder positiv ist. Ueber den reellen 
Theil von u ist man nun vollständig unterrichtet: er wächst von 0 

Vx4-i 

bis zu dem reellen Theile von log , « Um q weiter zu ver- 
folgen, bilde man 

e u _ e -u = ( e t _ c -f) ( r _ is gm Q} } 

woraus, wenn die reellen und imaginären Theile geschieden werden, 

(eP — e~P) cosq — r (e 1 — e-*) 
(eP + e~P) sin q = — * (e* — e~*) sin 0 
folgt; es bleibt daher cosqr immer positiv, während sin q immer das 
Zeichen von — 0 besitzt, d. h. des imaginären Theiles (s. o.) von 

l/x-\-l 

r ; * Da q von 0 an wächst, bo wird q nie seinen Quadranten 

y<r— 1 

verlassen können, und daher unter liegen. Es entsteht daraus 
folgende Hegel um den Endwerth zu finden, zu welchem u gelangt, 
wenn t von 0 bis oo reell wächst; man sah, dass u ihn erreicht, 
während der reelle Theil immer positiv, der imaginäre immer positiv 
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oder immer negativ imaginär bleibt, aber jeder Theil die Richtung 
seiner Zunahme nicht ändert, d. h. immer in demselben Sinne wächst: 

\fx~4-l 

Man suche den log^==-, wenn beiden Wurzeln ein posi- 

yx— 1 

tiver reeller Theil gegeben wird, dessen imaginärer 
Theil unter ~i liegt; dieser ist die obere Grenze. 

War im besonderen Fall« x = cos0 (und positiv), so gelten 
diese Schlüsse noch immer, wenn für die Wurzeln } f x+l die 
früher angegebenen Werthe genommen werden. Dann findet man 

i/x-\- 1 

, — i = — »cotgjfl, also wird der gehörige Logarithmus dieses 

yx—1 

Quotienten 

— \ni-\-\ogcotgld. 

Um das Resultat beim allgemeinen Falle einfacher 
darzustellen, führe man für x eine Art von Polarcoordinaten 
ein, und setze, mit Aufhebung der früheren Bedeutung von r und 0 

(a) ... x = rcos0+ ivr«— lsinfl, (— \n<.0<\n) 

(b) ... yfx^l = cos0)V-l+tr8in0 

wo unter r eine positive Grösse verstanden wird, die grösser als 1 
ist; erlaubt ist diese Substition, weil 

1) die reellen Theile von x und ^x % — 1 nie negativ werden, 

2) die beiden Formen (a) und (6) so zusammenhängen, dass 
(«)«-(6)«=l, 

3) r und 0 für jedes x aufgefunden werden können. Es 
sind nämlich r und 0, geometrisch betrachtet, die bei der Ellipse 
übliche Art von Polarcoordinaten, um einen Punkt festzulegen der 
als rechtwinklige Coordinaten den reellen und den von t befreiten 
imaginären Theil von * bat, wenn die Exeentricitat der Ellipse 
= 1 ist. 

Es wird dann 

Vs+1 _ yr*— 1— tsinfl 
-fx—i ' r — cos 0 



i 
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also 

/ \ i VaH-l i i/r + cosÖ . sin0 

(c) . . . log - = log 1/ TT — t arc tang . . ■ 

v 1 h \x—L b ' r— cosö b ^r*— 1 

wo der arc tang zwischen — 4« und 4« zu nehmen ist. Fürr=l 

und ein positives 0 wird die Formel des spcciellcn Falles x=cos0 

erhalten. 

Da n eine ganze Zahl, also 

f[x — cos tu . ]V— l)* du 
das Integral einer ganzen Function von cos tu ist, so ist es gleich- 
gültig, auf welchem Wege man von u = 0 bis zum Endwerthe 
integrirt; es ensteht sonach folgendes Endresultat: 

1) Bedeutet x eine beliebige Grösse mit positivem reellen 
Theile, die aber nicht zugleich reell und kleiner als 1 sein soll, 
und wird ^x % — 1 mit demselben Zeichen wie x genommen, so ist 

(2i)... 0» «y ./i/T-j^i 

^ (x-f costf.yar— 1) 



(<c — cos tu . ^x*— 1 ) B du , 

u 

und zwar bezeichnet die obere Grenze den Logarithmus der mit 
positivem reellen Theile genommenen Wurzelgrösse, dessen imagi- 
närer Theil <Z\n. Durch (a), (6), (c) wird dieser Logarithmus 
vollständig definirt. 

Der besondere Fall eines rein imaginären x = iy ist übrigens 
im Resultate eingeschlossen; der Logarithmus wird dann — tarecotgy, 

da man 0 = ln, y = )V— 1 zu setzen hat: macht man noch u = — iu 
so entsteht der Werth (20) für Q m (x). Für ein reelles x, welches 
grösser als 1 ist (0=0), ergeben sich die früheren Formeln von selbst. 

2) Ist im besonderen Falle ;r = cos&, und 0<C.0<z\n, so 
gelten noch die Formeln ad 1), obwohl der Ausdruck des Satzes in 
Worten ad 1) ungenau wird. Für diesen Fall ist 

(21, fl) ... <? n (cos0)=y X dt 



(cos0+tsin0costf) 



»+1 



-/ 



logcotgjo— \ni 

(cos 0 — i sin 0 cos tu) " du. 
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Die letzte Formel lässt sich übrigen» in die Summe zweier In- 
tegrale mit reellen Grenzen zerlegen. In der That, theilt man 
das Integral in eines von 0 bis — \ni 9 und eines von — ±n% bis 
— ^rti-r-logcotgjtf, und fuhrt im ersten statt u die Grösse o durch 



Das erste Integral ist offenbar reell, während die zweite, — i als 
Factor enthaltende Grösse denselben imaginären Theil wie 



d. h. den imaginären Theil — lixP* (co&d) hat, wie man auch schon 
aus §. 24 weiss. Die früheren Untersuchungen machen die Be- 



Theil besitzt. 

Anmerk. In ähnlicher Art lässt sich (21) selbst behandeln; 
dass auch für ein beliebiges n dieselbe Relation zwischen den bei- 
den Integralen besteht, beweist man nach der Methode, welche 
§. 8 in der Anmerkung auseinandergesetzt ist. Auch statt der 
Grenzen 0 und oc von t kann man andere wählen, und findet 
durch die Gleichungen zwischen u und t die entsprechenden für «. 

§. 27. Ausser dem bisher behandelten Integralausdrucke, wel- 
cher zuerst in den Arbeiten des Verfassers*) auftritt, lässt sich 
noch eine Anzahl bemerkenswerter Formen für Q entwickeln. 
Zunächst sollen die wichtigsten Reihen abgeleitet werden, 
die Q entweder für gewisse Intervalle von x, wie die ursprüngliche 
§.22, oder überall darstellen. Man bedient sich dazu am besten 
der Differentialgleichung (9), die man in ihren verschiedenen For- 
men (§. 12) integrirt; hierbei werden zugleich Reihen für P, das 
zweite particuläre Integral derselben Gleichung auftreten, und man 

*) Cr eile, Journal f. M. Bd. XLII und Beriebt ans den Verhandlungen der 
PreußB. Akademie d. W. iu Berlin aas dem Jahre 1954 S.666. 





trachtung des Falles überflüssig, in dem x einen negativen reellen 
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hat ao eine Quelle, aus der die Eeihen des §. 4 fliessen, während 
dort jede neue Entwickelung besondere Kunstgriffe erforderte. 

Zunächst entwickeln wir Q, welches schon §. 22 nach abstei- 
genden Potenzen von x geordnet war, nach aufsteigenden Po- 
tenzen von x, mit Hülfe von (9) in der ursprünglichen Form (a) 
des §. 12. 

Entwickelt man das Integral der Gleichung 

(«) (i-«*)^-teE+«(-+i)»-o 

in eine aufsteigende Reihe, und setzt dazu 

s = x° + a % x°+ 2 + a A x°+* + etc. , 
so ist a dadurch zu bestimmen, dass in (a), wenn für s die Reihe 
eingesetzt wird, die niedrigste Potenz von x verschwindet. Dies 
giebt a(o— 1) = 0, d. h. a = 0 oder a = 1. Allgemein wird 

(n — g — 2m ) (n + a -f 2m -f-1) 
fl2»+2 - - «2* ( a+ 2m4-i)(«+2iii + 2) ' 

also das allgemeine Integral von (a) 

z = cM+kN, 

wo c und Ä willkürliche Constante und M und JV Reihen bezeich- 
nen, nämlich 

1.2 T 1.2.3.4 

?y — j« ("-1)0+2) , (n-l)(ii-3)(m-2)(ii+4) > 
2.3 2.3.4.5 

Von diesen Reihen bricht je eine bei x n ab, die erste für ein 
gerades n, die zweite für ein ungerades, und die nicht abbrechende 
wird nur bis x = 1 convergiren, für x = 1 unendlich (§. 17). Setzt 
man ;r = cosö, und denkt sich 0 <; 0 <Z$n, indem sich das Re- 
sultat für den Fall \ n<0 <n aus dem, welches man hier findet, 
sogleich ablesen lässt, so wird die abbrechende Reihe, bis auf einen 
constanten Factor gleich P"(cos0), während für geeignete Werthe 
von c und k 

(T(cos0) = cM+kN 
sein mus8. Durch Vergleichung der Coefficienten von cos*0 in P" 
und M oder N findet man 
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r(co 8 tf) « (-1)'- l'^y}"^ ^, (n = 2m), 

^(COSÖ) = (-!)*< ) 2 , 4 , 6 „ > _ 1) -*, (. = >»+!). 
Um zu entdecken, welche Corabination von M und N gleich (T d. h. 



f: 



dt 



{ (cosfl + tsintfcosif)"* 1 

f TT 

ist, bemerke man, dass der imaginäre Theil von Q gleich — yP 
sein muss (§. 24), d. h. dass 

<T(cos 0) = ÄJV-~P"(cos<?), (» = 2m) 

Q*(<n%6) = cM-—r{co*0) ) (n = 2m-f 1). 
Im zweiten Falle wird für cosfl = 0 (§. 24) 

1 . <3 . «) . . . w 

im ersten Fallo ergiebt »ich A, wenn man bedenkt, dass 

^ (costf + taintfcosiO^ 1 ^ (costf - tsin fleostt)"* 1 

ist; bringt man die Functionen unter den Integralen auf denselben 
Nenner (cos'0-f sin'flcos*!*)"* 1 , dividirt durch cos0, und macht dann 

0 = $a, so wird k = (n + \)i n f dt , also 

,2.4.6...« .„ 
i.3.5...(«-l)• , ' 

§. 28. Um die Integrale der Differentialgleichung (19) nach 
Potenzen von \x % — 1 zu entwickeln, bediene man sich der 
Form (e) des §. 12. Es wird dazu (um die neue Veränderliche 
genau zu definiren) £ = t)V— 1 eingeführt, die Wurzel wie oben 
genommen; dadurch ergiebt sich 

(«)... ifo«_i)j^ + (s,«_i)^ -„(»+ l)()* = 0, 

eine Gleichung, die zuerst durch eine nach £ absteigende Reihe 

Q a + a t q*- 2 + a 4 o*" 4 -f etc. 
integrirt werden soll. Man findet dnreh die früher benutzten be- 
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kannten Methoden 

a(a-f 1) — ra(» + l) = 0, 

d.h. a = n f — (tt-fl); ferner 

(a— 2m) (a — 2m) 

<h m +*--(h m (w _ Ä + 2 /n + 2)(« + a-2m-l) ' 

also die zwei particulären Lösungen, welche wieder als hypergeo- 
metrische Reihen auftreten: 

wenn man Bich der Kürze halber des Zeichen« F der hypergeo- 
metrischen Reihe (§. 17) bedient; beide Reihen convergiren von 
0 = 1 bis p=oc. Da P*(x) nur die (w — 2) ,e etc. Potenz 
von Q enthalten kann, wenn man es nach absteigenden Potenzen von 
q entwickelt, Q* die — («+l) ,e , — (w-J-3) le , etc., so muss M und 2V 
bis auf constante Factoren resp. mit P*(x) und Q*(x) tiberein- 
stimmen. Diese constanten Factoren bestimmen sich durch die 

p n (x) 

Betrachtung, dass — ^ und x*+ L Q"(x) für x = oc die Werthe 

x 

1.3...(2f»- l) 1.2 . n während M 

1.2... » 1.3...(2»+1) x* F 

die Werthe t" und t" -1 annehmen. Es wird daher 

1.3...(2n-l) / n _n _2k_1 N 
F W " 1.2... n * *\ 2' 2' 2 > Q J 

1.2... n_ /iHl ;+l 2;+3 A 
V W 1.3...(2»+1) V 2 ' 2 > 2 ' * -/ 

Würde man die Integrale der Gleichung (e) nach aufstei- 
genden Potenzen von q zu entwickeln versuchen, und dazu, 
wie §. 27 

setzen, so ergiebt sich a* = 0 und 

(n — 2m) (»+ 2w+l) 
^ ~ ~ a * (2w+2)« ' 

daher eine erste Lösung 
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Die Wurzeln der quadratischen Gleichung für a werden hier 
gleich, nämlich beide gleich 0; dies zeigt, wie man aus den allge- 
meinen Prinzipien der Integration solcher Gleichungen *) weiss, 
dass eine zweite Lösung die Form Aflogv+9 hat, wo q eine Po- 
tenzreihe vorstellt. Diese erhält aber eine nicht elegante Gestalt, 
weshalb diese Untersuchungen nicht weiter verfolgt werden sollen. 
Das Historische über diese Reihen findet man bei den allgemeine- 
ren ähnlichen Formeln im zweiten Theile. 

Durch Einführung von 1 ±x u. dgl. als Veränderliche in die 
Gleichung (9) würde man auf Reihen geführt, die nach Potenzen 
dieser Grössen fortschreiten. M. vergl. §. 51. 

§. 29. Die letzte Reihenentwicklung, die hier betrachtet wer- 
den soll, folgt aus (9) in der Form (g) 7 nämlich aus 

to)... r(i-r)0-2? 3 J|-«(«+i)(i-^ = o ; 

sie unterscheidet sich von den früheren dadurch, dass sie für alle 
Werthe von | brauchbar ist Bisher war nicht bostimmt worden, 
welcher der beiden Werthe £ sein solle; es wird nun festgesetzt, 
dass man für x die Grösse 

einfuhrt, wenn x und ^x % — 1 gleiche Zeichen haben, das Zei- 
chen von x übrigens beliebig ist: durch diese Festsetzungen wird 
Jf(|);> 1. Denn es ist 

-i- = x — }'x i ~l , 

folglich hat eine von den zwei Grössen x+^x*— 1 einen Modulus, 
der grösser als 1 ist, jedenfalls aber x-\-\x x — 1 einen grösseren 
Modulus als x — )'x*— 1, folglich wird M(x+ ^x % — 1) > 1. Aus- 
genommen ist nur der Fall a;=cos0, in welchem Jf(£) gerade 
gleich M(£- 1 ), gleich 1 wird; in diesem Falle soll wie an den frü- 
heren Stellen \x* — 1 positiv imaginär sein, so dass, wenn M{£) = 1, 
nur solche Werthe | in Frage kommen, für welche | einen posi- 
tiven imaginären Theil hat. 

*) M. rergl. Euler's Integralrechnung an der schon oben bezeichneten 
Stelle, problema 123. 



■ 
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Es wird, um z nach absteigenden Potenzen von £ zu entwickeln, 

* = r+«,r-\r- 3 +etc. 

gesetzt; man findet dann 

o(a-fl) — «(«+1) = 0 
(» + 1 + 2m — «)(»+« — 2m) 



(«4-2 + 2m — «)(n4-a — 2m— 1)' 
d. h. die zwei particulärcn Lösungen 

5—1 *-2 



Dass 



ist, weiss man schon aus §. 4, b; da ferner JV filr £ gleich unend- 
lich verschwindet, so kann sich, so lange wenigstens x>l, d. h. 
J >1, N von 0"(:r) nur durch einen constanten Factor k unter- 
scheiden. Multiplicirt man die Gleichung Q = kN mit x* +l und 
setzt x= oo, so ergiebt Bich 

1.2.3... n k 

1.3.5...(2/» + l) ~ 2 " +1 ' 
also, zunächst allerdings nur (§. 22), so lange # > 1, 

Dieser Werth stimmt wie bewiesen werden soll genau mit dem 
Q*(x) überein, welches früher (§. 23, 19) durch ein Integral definirt 
war, und zwar für alle Werthe von x, auch für die, welche 
einen negativen reellen Theil besitzen oder solche die rein ima- 
ginär, positiv oder negativ sind: man hat nur genau darauf zu 
achten, welcher Werth | nach dem laufenden Paragraphen zu er- 
theilen ist. (Nämlich Jlf(|)>l, oder wenn { = 0<d<n.) Im 
§. 30 wird dieses direct bewiesen werden, indem man die Reihe (22) 
durch ein Integral summirt; hier zeigen wir dasselbe auf anderem 
Wege. 

[*Dass die Reihe (22) convergirt, so lange JT(£) > ^ ist ohne 
weitere Untersuchung klar; ebenso sieht man ein, dass die Reihe 
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für {=1 gerade wie Q*(x) unendlich wird. (§.17, d. Nach der 
dortigen Bezeichnung ist y = 0.) Ist endlich £ nicht gleich 

1 , wohl aber M (|) = 1 , so convergirt die Reihe noch , wie wir 
durch ein Verfahren, welches dem am Schlosse des §.17 ange- 
wandten ähnlich ist, zeigen wollen; man berücksichtige beim Be- 
weise, dass die unendlich entfernten Glieder der Reihe (nach §.17, c) 
jedenfalls verschwinden. 

Um den Convergenzbcweis zu fuhren, wenn üf(|) = 1 ohne 
dass setze man f 2 = £ und betrachte eine Reihe mit reellen 

Coefficienten a 

a 0 +a l £+a i P+ etc., 
welche die Bedingung erfüllt a«-i > a m , =0; es muss dann 

«„ + (<», — <*a) £+ etC + (<*«— «m-l) £" = Pm 

mit wachsendem m, so lange M (f) < 1 ; einer endlichen Grenze P 
zustreben, die auch noch für Jüf(J) = 1 nicht unendlich wird. Denn 
in diesem Falle haben die Glieder der Reihe als Moduln resp. 
a 0 , (a 0 — a x ), etc. (a«_i — a m ) ; der Modulus einer Summe ist immer 
kleiner als die Summe der Moduln der Summanden, also ist M (p a ) 
kleiner als 

«o+( fl o — Oi)+etc.+(fl_i — a m ) = 2a 0 — a„ . 
Daher bleibt p m noch für jedes tn endlich (als Gegensatz des un- 
endlich Grossen), selbst wenn M (£) ä 1 5 ebenso 

I ^=a 0 +a 1 J+etc.+a._ 1 r-'+-f^- 

Das Glied o», daher j^j; convergirt zu 0 für «1 = 00, wenn nicht 

f = 1 ist, so dass die unendliche Reihe 

«o+ «i etc. 
die Summe j— j giebt, wodurch der Convergenzbcweis geliefert ist. 

Bleibt eine convergente nach | geordnete Potenzreihe bei 
Veränderung von £ convergent, so hat sich die durch sie dar- 
gestellte Function, wie aus den Elementen der Reihenlehre folgt 
eontinuirlich geändert; die durch (22) dargestellte Function, welche 
Q n heissen mag, bis der Beweis geliefert ist, dass sie für jedes x 
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mit Q*(x) übereinstimmt, ändert sich also contimiirlich, wenn { 
von einem Werthe, dessen Modulus 1, der aber nicht selbst 1 ist, 
continuirlich wächst. Dieselbe Eigenschaft besitzt aber @*[|] (§.24, 
Anmerk.); denn der Nenner im Integral verschwindet nur (s. eben- 
daselbst) wenn 5 reell und <!l, also für einen Werth von | der 
hier nicht in Betracht kommt. Daher ist jenes Integral, zwischen 
t = 0 und einer beliebig grossen endlichen Grenze g genommen, 
continuirlich 5 der Modulus des Integrales von g bis <x> wird mit 
wachsendem g beliebig klein, also das ganze Integral continuir- 
lich, monogen und monodrom für alle | von Jf(|) = l incl, ausge- 
schlossen | = 1, bis J»f(J) = oo. Für |>1, also für Jtf(£)>l 
stimmt Q n mit 0"[f] überein, also auch für Jlf({) = 1, (selbst wenn 
der imaginäre Theil von J negativ genommen wird) wegen der 
Continuität. Aber Q H [£] = Q n {x) für ein | dessen Modulus >1, 
und auch dessen Modulus =1, wenn der imaginäre Theil im 
letzten Falle positiv genommen wird; folglich ist wirklich die 
Reihe Q* für jedes x gleich der durch (19) definirten Function 

0». 

Dass das oben erwähnte Integral 



( ( r+i)+cosi*(r-i)) ,,+1 



9 

wirklich mit wachsendem g verschwindet, erkennt man sogleich, 
wenn man durch die Substitution c* = z die Function unter dem 
Integrale zu einer rationalen nach * macht, deren Zähler vom nur 
n ttn , deren Nenner vom 2w-f 2* en Grade ist.] 

Aus den obigen Betrachtungen folgt also: Welches Zeichen 
auch x hat, wird nurjV-1 mit demselben Zeichen wie x 
genommen, oder positiv imaginär wenn x reell und <1, 
immer ist die durch (22) gegebene Function Q"{x) } so- 
bald J = x-\-^x* — 1 gemacht wird, gleich der im §.23 durch 
(19) definirten 

0 (x) =/" ^ + ^ j< ^ 5 __ lH . 1 . 

Man fasse (22) noch einmal ins Auge, wenn x= cos0, also 
für $ = «*, (O<0< Für diesen Fall zerfallt Q n (x) nach (22) 
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in zwei Tbeiie, einen reellen A und einen imaginären — Bi, so dass 

0"(cos0) = Ä-Bl, 

^= 2 ?:t\\\ 2 ?+i) ( coB( " +i)g+ ^w cog(, ' +3)tf 

, 1.3.(»+l)(»+2) , oa , ^ 

+ 1.2.(2 B +3)(2n+5) C09( " +5)<,+et V' 

während J? die Reihe wird, die aus obiger durch Vertauschung 

aller Cosinus mit Sinns entsteht. Diese ist aber nach (15) gleich 

\n%P n (co*0) f so dass man wiederum findet 

Q m (cosd) = A-iniP*(coaO). 

Man vergl. §. 24, a und die (a) unmittelbar folgenden Entwicke- 

lungen. 

§. 30. Der directe Beweis der Gleichung (22) für alle Werthe 
von x mit beliebigem Zeichen, auf den im vorigen Paragraphen 
hingewiesen wurde, lässt sich durch das Verfahren geben, welches 
Euler*) zur Summation von Reihen durch bestimmte Integrale 
anwendet. Zu diesem Zwecke bedient man sich der bekannten 
Formel, welche die Eul er* sehen Integrale erster Gattung durch 
die zweite Gattung F oder JT ausdrückt 

n(a-l)n(b-l) 



und welche ein positives a und b voraussetzt. Mit Hülfe derselben 
ergiebt sich der Ausdruck des Integrals 

(6) ... yV- i (i-«)*-Hi-«i^r ( " +1) <te 

durch eine hypergeometrische Reihe; entwickelt man nämlich 

nach dem binomischen Lehrsätze in eine nach Potenzen von 
aufsteigende Reihe, die convergirt, so lange M{u^"\ wie hier ge- 
schieht, nicht 1 überschreitet (denn M(j;) sinkt nie unter 1), so 
wird das Integral der Summe der Glieder gleich der Summe der 
Integrale, wenn diese nämlich eine Summe besitzen, also (6) ver- 
mittelst (a) gleich 

») institutionc» Calcnli integral» Vol. II, Beet. I, C»p. XI. 
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Um diesen Ausdruck mit (22) in Uebereinstimmung zu bringen, 
setze man a = \, ß = «+1; dass (c) dann noch für ein |, dessen 
Modulus 1 ist (aber nicht | = 1) convergirt, weiss man bereits aus 
§. 2Ü. Multiplicirt man endlich noch mit g~ a ~ l so wird eine Glei- 
chung erhalten deren linke Seite 

y\rl(l-ii)r(s-Jj-)~""A 

durch die Substitution 

u — 1 1 + 7/ , 2 



in 

1 dt? 



2 



[(«+i>'(«-r)r ^ 



endlich durch die Substitution t> = cos it in 

dt 



J (x+co&it.^x 1 — 

übergeht. Die rechte Seite stimmt aber mit der von (22) über- 
ein, da 

JI(— \)Iln 2.4... (2n) 



JI(n-H) 1.3...(2m+1) 
* §. 31. Im Vorhergehenden ist die Differentialgleichung (9) 
für alle Werthe von x durch zwei particuläre Integrale P und Q, 
die für jedes x vollständig definirt waren, und dadurch das all- 
gemeine Integral gefunden. P als ganze Function von x bleibt 
stetig, nicht aber Q, man mag es als Function von x oder | be- 
trachten (§. 24, Anmerk.). Der Vollständigkeit halber soll jetzt die 
Frage behandelt werden: Wie setzt sich eine Function z, welche 
der Differentialgleichung (9) genügt und in einem beliebig kleinen 
Intervalle von x gegeben ist, auf einem beliebig gegebenen Wege x, 
der nicht durch den Punkt 1 führt, continuirlich fort, so dass sie 
nie aufhört, der Differentialgleichung zu genügen? Nach der obigen 
Bemerkung über P ist es nur nöthig, die Fortsetzung von Q zu 
betrachten; aus den allgemeinen Prinzipien folgt auch, dass wenn 
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man mit von irgend einem x, es Bei x = x 9f ausgeht dessen 

Modulus >1, man für jedes andere x = x t wieder dieselbe Function 
Q u (x i ) erhält, so lange Äf(x l )>l, und wenn der Weg, welcher 
Ton x su x x führte, nicht in den Kreis eindringt, welcher mit dem 
Radius 1 um den Anfangspunkt beschrieben ist (kürzer ausgedrückt, 
wenn immer M (x) > 1 bleibt); dieser Kreis enthält nämlich die 
aäramtlichen Unstetigkeitspunkte von Q. 

Die anscheinenden Schwierigkeiten dieser Frage, welche eine 
Differentialgleichung zweiter Ordnung betrifft, verschwinden, da 
man ein stetiges Integral dieser Gleichung kennt, welches eine ganze 
Function von x ist. Abel*) hat nämlich eine Methode angegeben, 
die allerdings im wesentlichen schon von Euler **) herrührt und 
seither grosse Verallgemeinerungen erfahren hat, um ein zweites 
Integral einer linearen Differentialgleichung erster Ordnung durch 
ein gegebenes erstes auszudrücken. Ist * irgend ein Integral der 
Gleichung 

(«)... (l-^^-ax^+n^+lJ^O, 

der auch F(x) genügt, so dass 

jip jp 
(*)... O-*')^- 2*^+»(»+l)i > = 0 ) 

so ergiebt sich, indem man (a).P— (6).s bildet, 

also wenn c eine Constante bezeichnet, 

p dz dP c 

endlich nach Division durch P* und darauf folgender Integration 
nach x, 

% P dx 

¥{xj ~~ C J (x % -\)(P{x)y 

Soll s ftir ein x welches > 1, mit Q n tibereinstimmen, so muss das 
Integral für x = oo verschwinden, und ausserdem (§. 22) die Con- 



*) Crelle, Journal f. liatb. Bd. II, S. 22: Ueber einige bestimmte Integrale. 
**) Inetitutiones Caleoli integralia Vol. Ii, Sectio I, cap. IV, problema 104. 
Haina , Handbuch d. Kuftllunctiontn. ß 
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stante c so bestimmt werden, dass für x *= <x> 

dx 



x»+ l z = cP(x)x*+ l f* 



. (x*-i)(r(x)y 

gleich \'.lZ(2n + 1) Wird> Nun ist für = oo 
ferner der Werth von 

nach angestellter, bei solchen Untersuchungen Üblicher Differentia- 

» ■ * 

tion gleich 

1 a?* /x»Y 
(2»+l) aj*-l AP/ 

oder gleich 

1 /1.2... w \* 
(2»+l) Al.3...(2« — 1)/ -\ " 

folglich c = — 1 , also endlich 

W ^ (*«-l)(P»)' 

Die Aufgabe die Function «, welche der Differentialgleichung ge- 
nügt und filr Werthe x > 1 mit Q Ubereinstimmt, zu verfolgen, 
während x verschiedene Wege einschlägt, ist also auf Betrachtung 
dieses Integrals (c) reducirt. Die Unstetigkeitspunkte, welche in 
Betracht kommen können, sind daher x ss + 1 , und x == a, etc., 
wenn durch diese Buchstaben die Wurzeln der Gleichung P*(ar) = 0 
bezeichnet werden, die (§.9 und 11) sämmtlich reell, kleiner als 
1 und verschieden sind: es wird sich zeigen, dass durch die be- 
sondere Natur der Function nur die kritischen Punkte +1 in Be- 
tracht kommen. 

Zerlegt man die Function unter dem Integralzeichen in Partial- 
brüche, so wird sie die Form annehmen 

0 i * i Q Aa i Q B * 

wenn sich die Summenzeichen auf alle Wurzeln a, ß, etc. beziehen; 
es ändert demnach das Integral, wenn x irgend einen von den 
n-f-2 kritischen Punkten umkreist, jedesmal seinen Werth um 2m 
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multiplicirt mit c, k oder dem betreffenden B f nnd daher könnte 
man glauben, dass x keine Function von ^- sei: anders gestaltet 



sich aber das Verhältniss dadurch, das« sämmtliche B verschwinden. 
Bestimmt man nämlich c, k, A und B, so ergiebt sich 



** - p(x) J ' ""-fcyix'-iHPwyJ' < x - a >; 

also zunächst 

wenn man mit Fortlassung des Index « unter P'(x) den Differential« 
quotienten ^ • versteht. Um nun auch £ zu ermitteln, setze man 

so dass g/(a) zu suchen bleibt. Differentiirt man logarithmisch ; 
so wird 

<p(x) _ X 1 

2^(0?) x*—l + x-~* P(x) ' 

Für x = a bleibt und -£-r endlich, während ^fr) 

ar— 1 ' (x — a)P(p) 

sich in & verwandelt. Die erste Differentiation giebt als Werth 

des Ausdrucks 

(x-a)P»(x) 
P{x)+{x-a)P'{x)' V*- a '» 

die zweite — n p . . . , so dass 

<?(«) = " , /"'(«) 
2y(a) o'-l^aP'C«) 
erhalten wird. Bringt man die rechte Seite auf gleiche Benen- 
nung, so wird der Zähler (o 1 — l)F r '(«)-f 2aP'(a), und dieses durch 
die Differentialgleichung n(«-f l)P(a) also 0; daher verschwindet 
qp'(a) oder ß B . Es wird demnach 

s = 4 f (ir )lo g |±i + i»»g^, 

x4- 1 

wo log - durch das Integral 

6» 
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dx 



x x 

für a=sao definirt ist. Es ändert sich also » nnr bei Umkrei- 
sung der Punkte +1 um ±niP , (x). 

Die Formeln (d) und (e) geben das Mittel an die Hand, zu 
bestimmen um wie viel ganze Vielfache von niP sich % nach Zu- 
rUcklegung irgend eines Weges von Q unterscheidet; es soll diese 

/dx 
— 
x 

schon lange erledigt ist und hier keine weitere Anwendung findet, 
verlassen, und nur das Resultat in den folgenden Paragraphen ge- 
nommen werden, dass für ein x, dessen Modulus grösser als 1 ist, 

(/>).. . o»= 4 j»-io g f±i-Ä- 

gesetzt werden kann, wo R n eine ganze Function (vom n—1** Grade) 
bezeichnet. Wäre M (x) < 1 angenommen, so hätte man offenbar 
eine ähnliche Formel. 

§. 32. Der vorige Paragraph lieferte als besonderen Fall eine 
Gleichung (/"), die schon im §. 21 abgeleitet war, und welche gilt, 
so lange M (x) > 1. Die ganze Function Ä* ist zwar durch die 
Untersuchungen an jenen Stellen vollständig bestimmt, man kann 
sie aber noch, wie Christoffel*) in der schon früher erwähnten 
Arbeit gezeigt hat, in eine besonders elegante Form bringen. 
Um diese zu finden , setze man in die Differentialgleichung (9) 

(i -^S- 2a; S + " ( " +i)s=o 

für * den Ausdruck 

x4- 1 

ein; der Factor von ^log - im Resultate ist dann 

x — 1 

daher = 0, und es bleibt zur Bestimmung der ganzen Function R 



*) Dissertatio inauguralis p. 54. M. vergl. auch die Arbeit desselben Ver- 
: Borchardt, Journal f. Math. Bd. LY. S. 68. 
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die Gleichung 

/ \ d*R n dR . . . n m n dt^ 

(„)... (1 _*» ) __ 2 *-^ r +«(f.-H)Ä =2 — , 

oder nach (17) 

= 2[(2«-l)P"" 1 +(2» — 5)P ,, ^ 3 + (2»-9)/ , *" 5 + etc.]. 
Man entwickele nun R n in eine Reihe von Kugelfunctionen 

R" = Sa. r—, 

und bestimme die Coefficienten a; da die linke Seite von (a), wenn 
P*""* für Ä" geschrieben wird, sich in i»(2n+ 1 — w)F*~" ver- 
wandelt, so sind die a so zu bestimmen dass 

2m (2n + 1 - m) a„ F~ m = 2 (2» - 4 p - 1 ) p*- 2 '- 1 , 

/> 

d. h. es wird a 0) a tf a 4 etc. gleich 0, und 

_ (2»-4p-l) 

ö,p+l (2p+l)(»-p)' 
Man hat demnach die Endformel 

(23)... Q" (x) = }F (x) log — Ä"> (*(*)>!); 

(23,«) B -=^^-^)+i^p- 3 (x)+ig-Jr- 5 (x) + ete., 

die Reihe bis incl. P° oder P l fortgesetzt. 

Anmerk. Ist M (x) < 1 , so wird die gleiche Formel gelten, 

wenn nur log ^^ nach Anweisung des §. 31 gehörig definirt ist. 

§. 33. Die Formel (23) hat, wie bereits §.21 erwähnt wurde, 
Gauss zuerst angegeben. Neumann (der Vater) kommt*) zu 
derselben von einem Integralausdruck für Q" ausgehend, der, so 
lange M{x) > 1 mit der bei uns definirten Function Q* überein- 
stimmt, für andere Werthe sich vou ihr nur um ganze Vielfache 
von t*iP* unterscheiden kann. (Das Letztere sieht man aus den Be- 
trachtungen des §. 31 sogleich ein.) Man findet das Integral 



*) Cr eile, Journ. f. Math. Bd. XXXVII S. 24: Entwicklung der in ellipti- 
schen Coordinaten ausgedrückten reeiproken Entfernung zweier Punkte in Reihen, 
welche nach dem Laplace 1 sehen Y n fortschreiten, und Anwendung dieser Rei- 
ben *ur Bestimmung des magnetischen Znstandes eines Rotationsellipsoids, wel- 
cher durch vertheilende Kräfte errc gt ist. 
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§• 34, 24. 



von Neumann leicht aus (14) 

-i--T(2»+»)r<ir)<rw f 

indem man nach (11) den Coefficienten von P"(y) in dieser Eai- 
wickelung nach P durch die Gleichung 

(24)... Q'( x) = lf l £Mdy 

bestimmt. Um von diesem Ausdruck auf die Form (23) zu kom- 
men; setae man die rechte Seite von (24) in 

um; der erste Theil ist das Integral einer ganzen Function von x 
und y, vom Grade n—l nach jeder dieser beiden Grössen, hat also 
die Form — Ä*, wenn R eine ganze Function (n — l) ten Grades 
nach x, wie oben vorstellt. Der zweite Theil giebt unmittelbar 

Die Formel (24) hat Jacobi*) wesentlich verallgemeinert, 
indem er sie auf Integrale von Differentialgleichungen hypergeo- 
metrischer Reihen übertrug. 

§. 34. Die Kugelfunctionen erster Art wurden im §. 5 als viel- 
fache Differentialquotienten einer Grösse dargestellt, zugleich auch 
die Methoden von Legendr e und Ivory erwähnt, welche die 
Differentialgleichung der Kugelfunctionen behandeln. In den fol- 
genden Paragraphen werden die Betrachtungen dieser Autoren, 
nur den gegenwärtigen Zwecken gemäss verarbeitet vorgeführt, 
und vorzugsweise zur Ableitung ähnlicher Resultate für die 
Q benutzt. Es ergiebt sich hieraus zunächst, dass Q H sich als ein 
itfaches Integral einer einfachen Function darstellen lässt; für 
die ganze Function n ten Grades P* ist dasselbe ohne weitere Unter- 
suchung klar, indem der w ,e Differentialquotient von P n eine Con- 
stante wird. Um Weitläufigkeiten zu vermeiden stelle man sich 
M (x) > 1 vor. 

*) Borchardt, Journ. f. Math. Bd.LVI, S. 154, §. 2: Untersuchungen über 
die Differentialgleichung der hypergeometrischen Reihe. 
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Differentiir t man die Differentialgleichung 

(9)... (i- x *)^-2x-^ + n(n+l)* = 0 

«mal nach *, und setzt den m ten Differentialquotienten von i nach 
x gleich so entsteht eine Gleichung von der Form 

deren Coefficienten A und £ man leicht durch die Betrachtung 
bestimmt, dass j4 0 = 2, i4 t = 4, etc. A m = 2+A m -i d.h. A m = 2(m+t) 
ist. Ferner wird J? 0 =n(n+1), allgemein B m =* B m ^i—A m ^ 1} also 
= B m ^ 2 — A m -i, etc. B t = B 0 — A 0 \ daher hat man 

oder 

B m = n ( w +l)-m(ro+l) = (n-w)(»+w + l). 
Die Differentialgleichung für ist also 



(25) ... (i_x*)^-2(iii+l)xA.H-(»~«)(«-fm+l)»-= S 0. 

Für m = n ist die eine Lösung dieser Gleichung eine Con« 
stante, die andere wird durch 

oder 

r dx 

** ~ *J (x*-\f+ l 
gegeben. Da * = P" und * = Q* particuläre Integrale von (9) 
sind, so wird, bei gehörig bestimmten Constanten 

dx (TQ m 



sein müssen. Benutet man den Reihenausdruck ftlr Q n y so ist klar, 
dass Q und seine sämratlichen Differentialquotienten also auch Q n 
für x = oo verschwinden; das Integral ist daher von a? = oo an 

zu nehmen. Ferner beginnt mit ^n^f^^""* 2 "* 1 *' eB *k° 
c so zu bestimmen, dass für a? = oo 
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§. 35, 25. 



d.h. — c = (— 2)" Tin wird. Man hat also 



dx n J (l — x % ) n + l 

und 

dx*+ l 



(a) ... Q* = *n(n)f*— 



wenn das Zeichen eine («+1) fache, jedesmal von x = oo 

beginnende Integration anzeigt. 

Anmerk. Um die Gleichung für z m vollständig zu integriren 
wenn m > n, kann man nicht in ganz gleicher Art fortfahren, in- 
dem zwar für m = w-f p-fl 

da? 

noch immer eine Lösung bleibt, aber die zweite particuläre Lö- 
sung P von (9) durch mehr als n malige Differentiation 0, also 
kein neues particuläres Integral giebt. Man gehe deshalb von (25) 
für m = n-f- 1 aus, also von der Gleichung für z n+1 

von der nur ein particuläres Integral (1— a:*)""*" 1 bekannt ist. Er- 
mittelt man durch Euler's oder Abel's Methoden (§. 31) das 
zweite, so wird das vollständige 

= C —- r f(\-x*) n dx 

(l-x«)" +, ^ V 

und * n +P+ 1 der p te Differentialquotient hiervon. 

§. 35. Eine Integration von (9) giebt entsprechende Re- 
sultate; ähnlich wie die Gleichung (25) lässt sich erweisen, dass 

(25,a)... (l-x*)^+2(m-l)x^-\-(n-m+V(n+m)z m = 0 

durch m fache Differentiation (9) giebt, wenn -^ß gleich * gesetzt 

wird. Für m = n ist (x*— 1)" eine Lösung dieser Gleichung, eine 
zweite 
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woraus sich als vollständiges Integral von (9) ergiebt: 

Es muss also bei gehörig bestimmter Constante c der erste Summand, 
als ganze Function, P*(x) darstellen, wie man auch bereits aus §.5 
weiss, der zweite, da er fttr x = oo verschwindet, bei passender 
Wahl von k die Function Q n {x) geben. Wie früher sucht man 
den passenden Werth von k und findet 

km _! = vr_, 

1.3. ..(2»— 1) 
also einen zweiten Ausdruck von Q: 

Die Gleichsetzung von (a) in §.34 und hier giebt 

<•>•■ ■"'•f^-^--"f^> 

Die Darstellung von Q* durch einen ***" Differentialquotienten 
ist vom Verfasser*) nur angedeutet, von Bertram**) aber erst 
vollständig ausgeführt worden. Letzterer hat auch die Formel (6) 
gegeben (8. 11. Man berichtige dort den offenbaren Druckfehler 
in den numerischen Coefficienten). 

§. 36. Jacobi ***) hat eine merkwürdige seither oft be- 
nutzte Formel für sin mO entwickelt, die sich durch ganz ähn- 
liche Behandlung einer Differentialgleichung beweisen lasst. Wird 
y = sinmd, (O<0<») gesetzt, ferner coa0 = x gemacht und be- 
zeichnet m eine ganze positive Zahl, so genügt y der Differential- 
gleichung 

d* 

{a) ... ^ + »1^ = 0, 
die durch Einführung von x für 6 in 

*) Crelle, Journ. f. Math. Bd. XXVI, Anmerk. 1, Formel 29. 

**) Jahresbericht über die Königstädtische Realschule. Berlin 1855: Zar 
Theorie der Kugelfunctionen S. 9, Formel 12. 

»**) Crelle, Journ. t Math. Bd. XV: Formula transfonnationie integralium 
df fiaitorura, pag. 4. 
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übergeht. Eine ji malige Integration verschafft als Gleichung fUr 
eine Grösse y n , welche durch »malige Differentiation nach x in y 
übergeht: 

filr n « m ist das eine Integral derselben eine Constante, ein anderes 

(1-*«) 2 dar, 
so dass der ursprünglichen Gleichung (a) jedenfalls 

genügt, während (a) andrerseits durch 

y = acosm0 + frsin»i0, 
wo o und 6 Constante bezeichnen, vollständig integrirt wird, und 
bei gehöriger Wahl dieser Constanten die beiden Werthe von y 
übereinstimmen müssen. Für 0 = 0 ist x = 1, und der (m — l) te 
Differentialquotient einer Function von der Form (l — jc*)"* -1 mal 
)/l—x % jedenfalls 0; daher muss a gleich Null sein, und der obige 
Werth von y ist nur 6sin«t0. Dividirt man durch sin0 = ^l — x* 
und setzt 6 gleich 0, so wird auf der einen Seite mb erhalten; 

das Resultat auf der anderen Seite wird der Coefficient von 7=7 — — rr 

11 [ftl J.J 

in der Entwicklung von 

2m~l 

nach Potenzen von h, für x = 1. Die zu potenzirende Grösse 
bringe man in die Form 1— x % — (2x + h)h und entwickele dann 
nach dem binomischen Lehrsatze; das letzte Glied welches einen 

. nt — 1 

Beitrag zu dem Coefficienten von ■= - liefern kann ist dann 

0 JI(m — 1) 

(-i)- (2B, - 1)(2 3 i: 3) - 5 - 3 (Oi+^r*. 

während die früheren Glieder höhere Potenzen von yi — x* im 
Zähler enthalten, also für x = 1 verschwinden. Es- bleibt daher 
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für x = 1 nur der Beitrag dieses Gliedes, also die Gleichung 

mb = (-ir _I .3.5...(2m-l), 
so daBs scbliesslich erhalten wird: 

{ib)umm m -1.3.5...(2«-1) ds-^ 1 * } >> 

wenn * = cos0, 0 < 0 < n, und (1— **) 2 die (2m— 1)" Potenz 
der positiven Grösse ^1— x % bezeichnet; die Zeichen für die an- 
deren Werthe von 6 ergeben sich dann von selbst. 

Die Gleichung (26) ist etwa auf diese Art, mit Benutzung der 
Differentialgleichung, von Liouville*) abgeleitet, während Jacobi 
den Ausdruck (26) fand, indem er direct den (m — l) ,en Differential- 
quotienten vermittelst einer Formel von Lacroix bildete. 

§. 37. Bequemer erhält man die Darstellung der Lösungen 
als n t<r Differentialquotienten durch Ivory's Verfahren, welches 
hier sogleich in der Verallgemeinerung von Jacobi**) mitge- 
theilt werden Boll. 

Bereits Euler***) hat gezeigt, dass die hypergeometrische 
Beihe y == F{a, ß, y, u) der Differentialgleichung 

w(1 - M) S + ^- (a + ' ?+1 ^)^- a ^ =s0 
genügt; wird eines der beiden ersten Elemente «, ß, eine negative 
ganze Zahl — n, und nur dann bricht die Reihe ab, so dass 

M(1-M) 0 4 ' <y ~ (a+1 "~ w)tt ^ +wa y ==O 
durch eine solche hypergeometrische Reihe erfüllt wird, welche 
zugleich eine ganze Function n ,en Grades von ti ist. Jacobi be- 
handelt die vorstehende Form der Gleichung; hier soll sie vorher 

durch die Substitution u = in eine andere Gestalt gebracht 

werden, in welcher dieselbe sich den hier vorkommenden Glei- 
chungen näher anschliesst) nämlich in 

*) LiouYille, Journal de Math. Tom. VI: Sur une formale de M. Jacobi, 
pag. 69. 

**) Borehardt, Journ. f. Math. Bd. LVI (Zur hypergeom. Reihe §.3.). 
***) Institut. Calc. integr. Vol. II, 8eet. 1, Cap.X, probl. 130. 
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(t-x*)^+(a+l-2 r -n-(a+l-n)x)£+any = 0 

oder, wenn für o und y andere Buchstaben eingeführt wordenen 

(27) ... { i- x >)£S+(a-bz)£+H(b+n-l) 3 = 0. 

Diese Gleichung untersuchen wir nun, ohne das bisher in diesem 
Paragraphen Gesagte vorauszusetzen. 

Differentiirt man (27) nach x und macht y m = ^~[, so ent- 



steht 

(«)... (l-* f )^ + (a-(2oi4-6)x)^+(ii~m)(n+»^-l)r = O. 

Hieraus folgt sogleich, dass für m = n ein Integral von (a) eine 
Gonstante, dass also eines von (27) eine ganze Function von x ist; 
diese und ihre Differentialquotienten sollen nun weiter betrachtet 
werden. 



linke Seite von (a) lässt sich durch Zusammenfassen der 
beiden ersten Glieder in ähnlicher Art umformen, wie früher (§. 12) 
die Gleichung (9) aus der ursprünglichen Gestalt (a) in (b) ver- 
wandelt wurde. Macht man zur Abkürzung 

. . b—a . , b+a 

M m = (l-x) 2 (l+x) > , 
so geht (a) nach Multiplication durch M m in 

(6) ... A(* w+jJ r +1 ) = -(n-m)(n + m + b-l)M mir 

über. Diese Formel wende man hintereinander auf die Fälle 
m = 0, 1, 2 etc. bis (n— 1) an; im letzterem Falle ist y"+* eine 
Constante: es wird dann M 0 y durch den ersten Differentialquo- 
tienten von M , y*, also den zweiten von M t y", etc. endlich den n ,e " 
von M m y m oder von M m ausgedrückt, und man erhält, dass jede 
ganze Function » leB Grades y, welche (27) integrirt, die Form 

d n 

(c) ... M 0 y = k—(M n ) 

hat, wo * eine willkürliche Constante bezeichnet. Für a = 0 und 
6 = 2 giebt (c) unmittelbar Ivory's Resultat nach seiner Methode 
abgeleitet, dass nämlich 
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ist. Bleiben a und fr allgemein, so hat man Jacobi's Resultat, 
die Darstellung einer gewissen, noch näher zu betrachtenden gan- 
zen Function durch einen vielfachen Differentialquotienten. 

Um dieselbe aufzusuchen, integrirt man (27) durch eine nach 
Potenzen von u aufsteigende Reihe und findet 

_/ , 4 b—a 1 — x\ 

also 

(28)... (1-*) » (1+*) » F(-»,6+»-l,^,^) 

Durch Vergleichung der Coefncienten von den höchsten Potenzen 
von x auf beiden Seiten findet man schliesslich 

k = 

(fr— o)(fr— a-t-2) ... (fr— a+2»— 2) 

§. 38. Die früheren Formeln, auf specielle Fälle angewandt, 
geben interessante Resultate, von denen einige hier zusammenge- 
stellt werden sollen. 

Man betrachte die Werthe von Q*(x) in den verschiedenen 
Fällen. Aus (20) folgt, dass für ein positives reelles y, also für 
ein positives rein imaginäres x 

W ... pKW— </" ^^TT = - < * rccotgJ, 

ist, wenn der arc. zwischen 0 und liegt. Es würde 

«-«-ir — ^_ 

y y+cosi^.ypTl 
also = tarc cotgy sein. Das Integral (a) geht durch Vertauschung 
von cos« mit — cost* in 

I ■ . = arc cotgy — n 

J Q y-cosi/yp+l 

über (§. 24, fr). Ist x reell, positiv und > 1, so wird ferner 
nach (20, a) 
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(6)... Q°(x) = f° %== = Iog]/^±i> 

während *) gleich hg/^ w&re. Ist ferner * reell und 

< 1, also x =s cos*?, und 0 < 0 < «, so wird, wie man allerdings 
schon aus (19) findet, aber weit bequemer aus (21, a) 

(c) . . . 0«(cos0) = f* T = log cotg— ~i. 

' J cos0+tsin0cost( & "& 2 2 

Das Integral (b) verliert seine Bedeutung, wenn das Zeichen von 
cosif umgekehrt wird; dagegen wird 

dt . ß , n. 

5 . . a rr =» log COtg— + —f. 

cos0 — «sin 0cosif fo & 2 2 

Bleibt endlich a: allgemein und mit positivem reellem Theile, 
so giebt (21) 

(d) ... ö°(*) = log]/|±i, 

wo man den Logarithmus so zu nehmen hat, das» 

, Jx+l . r + cosö . sin0 

und der arc. kleiner als +{« gewählt werden muss; hierbei ist x 
in die Form 

a? = rcosö+»y? 5 ^TsinÖ, (— ±n<d<\n) 
ix x —l = costf^r*— 1 + irsin 0 
gebracht. Man erhält auch in diesem Falle 

wo der Logarithmus wie oben zu nehmen ist. 

Q x ergiebt sich dann immer . durch die Gleichung 

Q l (x) = xQ°(x)-l. 

M. vergl. hier S. 52. 

Endlich ist noch zu erwähnen, dass man Q auch die Form 

dt 



0» = t/~; 



(*+cos«yi i =I)" + ' . 
geben kann, was ohne eingehenden Beweis klar sein wird. 
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Diese einfachen Formeln gestatten die Behandlung des An»* 
druckes 

dt 



a+booait ' 

— 

keine Bedeutung hat derselbe offenbar nur Und immer, wenn ^~ 

b 

zugleich reell, negativ und grösser als 1 ist; in allen übrigen Fällen 
findet man seinen Werth auf der Stelle, indem mau auf beiden 
Seiten mit "]/a % — b % multiplicirt, wodurch erhalten wird: 

2j ] r^b* = f c ^7==, x = — 2=. 

^ ^r±co8f/]/a: t -l , ja % -b % 
Die obigen Formeln liefern dah er den Werth von J in allen Fällen : 
man wird bemerken, dass hierdurch zugleich das Integral (18) für 
die erzeugende Function der Q ausgeführt ist. In den besonderen 
Fällen vereinfachen sich die allgemeinen Werthe von J in folgen- 
der Art: (Die Quadratwurzeln aus den reellen Ausdrücken sind 
positiv zu nehmen.) 

1) Es sei a reell positiv, 6 reell positiv und < a; 

r « « 1 w 

a+ocost/ fa'-b* {a^ät^vj' 

2) Es sei a reell positiv, b reell positiv und > a 

f~ dt 2 a 

y a+ocost< yoTT? arcc0tg ^ftiZ;-? ' 

f «-fcotf* = (arccotg - 

(0<arccot g ^ r <|), 

3) Es sei a reell positiv und 6 rein imaginär und positiv ssßi 
r dt _ 2 r /a±f^±^\ _ n .1 

y a±ißc<*it ~ fö+]rL og \ ß )+! x r 

Diese Formeln lassen sich in ähnlicher Art verallgemeinern 
wie (4) in §. 6. Führt man nämlich in J für t eine neue Ver- 
änderliche u durch t = ti — 1> ein, wo t> reell ist, ersetzt dann wie- 
der den Buchstaben * durch t, so erhält das neue I wieder die 
Grenzen — oo und oo; es verwandelt sich aber a+6cos«t in 
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A + Bco&it+Ciinit, wo 

isa, B = 6cosu>, C = 6sintt>. 
In den beiden ersten Fällen (ad 1 und ad 2), auf .die wir um hier 
allein beschränken wollen, erhält man dann die Resultate, die für 
ein reelles positives A gelten: 

1) Ist B reell und positiv und Ci reell, so wird 

rtW> r dt 1 f A+y/A'-B'-^ K 

*L ^+Äcosi/±Csinif " yA'-B'^C* ^A-jA'-fr-C* ) 

2) Ist B reell und positiv, ferner Ci reell, so wird 

dt 



,6) ... f 



/ A+Bcosit±Cs\nit 



2 ♦ A 

arc cotg 



und 



y^-f c*- A % ^ W+C-A* 



y A — Bcosif+Csinil 
= , . ^ — farc cotg # ^ — »Y 

(0 <. arc cotg . ^ — - <C 

Die Bedingung ist noch hinzuzu fügen, dass ad 1, }l A t ~B t —C % 
und ad 2, ]/5 5 +C 5 ^S i reell (positiv genommen) sei. 

Obgleich am Schlüsse dieses Kapitels im §. 42 bei Gelegenheit 
der Untersuchungen über die imaginäre Substitution (29) noch ver- 
allgemeinert auftritt, so werden die hier gegebenen speciellen Fälle 
doch nicht überflüssig sein, da es immer einige Rechnung erfordert, 
wenn das allgemeine Resultat auf besondere Formen angewandt 
werden soll. 

*§. 39. Wir gehen jetzt zu einer neuen von Laplace in 
der Me'canique Celeste für die P unternommenen Untersuchung über, 
nämlich zur Betrachtung der Kugelfunctionen für unendliche 
In die es n. Man kann sich dazu sowohl der Reihen bedienen, 
wie es hier, als auch der Integralform, was im §. 40 geschehen 
soll, um dort die für solche Zwecke üblichen Methoden zu erläutern. 
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Die Reihen, welche zu Grunde gelebt werden, sind für Q*(x) 

im §. 29, Formel (22), für F(x) im §. 4, (a) und (6), abgeleitet. 

Es zerfallt Q n (x) t welches wir zuerst betrachten, in eraPro- 

duct von einer Constanten 

_ 2.4... (2n ) 
C -- 2 'l.3...(2n+l)' 

von r - "" 1 und einer Reihe, die für alle in Frage kommenden | 

convergirt, und für » = <x> in 

1 i 1 t-* , ^'^Hi 1.3.5 fc .6 , . 
1+ 2 { + 2^ + Ü1 { +6tC - 

übergeht, welches bekanntlich gleich (1— ist, wenn die Wur- 
zel mit positivem reellen Theile genommen wird, oder 



i 



x-j-yV— 1 



Bei einigen Anwendungen ist es nicht nothwendig c m für n = oo 
zu untersuchen; unten wird aber der Vollständigkeit halber auf 
gewöhnliche Art c. abgeleitet werden. Man hat also 

ft.<r +, 0»)= £r (-^JLp +«.)„., 

wo «» mit wachsendem n zu 0 convergirt. 

Ist M(|)>1, so lässt sich der Werth von durch 

§. 4, b auf gleiche Art finden. Setzt man nämlich 

_ 1.3. ..(2n — l) 
*~ 2.4... (2») ' 

so wird 

War aber 3f(|) = 1, so darf die Grenze der Reihe, welche in P 
auftritt, nicht auf diese Art genommen werden, indem zwar die 
ersten Glieder der Reihe abnehmen, die darin auftretenden Zahlen- 
coefficienten aber später wieder zunehmen, so dass z. B. |T" +2 , |~" 

resp. mit den endlichen Grössen j, 1, multiplicirt sind. Man 

wird das richtige Resultat von der Reihe (a) des §. 4 ausgehend er- 
halten, wenn diese nur bis cos 1.0 oder cos 0.0 fortgesetzt, dafür 

Heioe, Uandbuch d. Kugelftioctiooeo. 7 
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Aber verdoppelt wird. Um mühsamere Untersuchungen au ver- 
meiden, bedient man sich bequemer der Gleichung (15), nach der 
fUr nsoo, wenn 0 < 6 < n, 

j P"(cos0) = c B [sin(n+l)^+i8in(n+3)ö+etc] 
wird, d. h. 

wo die Quadratwurzeln positiven reellen Theil erhalten, also 

2_ = 1+t -~ 

zu setzen ist. Man findet demnach 

"y^suTS V 2 4^ 
Um die Formeln fertig herzustellen, bedarf es nach 
der Angabe des ungefähren Werthes von 

welcher sich mit Anwendung der bekannten Formel 

71 (a) = ftn e- a o a +* ; (a = oo) 
als 

2»+l 

ergiebt. 

Hieraus folgt endlich der Ausdruck von Laplace *) für » = oo 

(•)... P"(cos0) - ]/— t^cos(^±iö- 5), 

ferner allgemein in den übrigen Fällen 

1 

(6) P» = 



und für jedes x 



*) M^canique Celeste Tom. V, LivreXr, no.3 f und Supplement au 5« volume 
no. 1. . 
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Üm ohne Anwendung der Hülfaformel für Il(a) den Werth von 
C abzuleiten, bemerke man, das» 

__ JTw/T(-j) /* y~*dy 

ist. Dies verwandelt sich durch die Substitution y = — in 

n 



1 /*" 

VW 



ST» 



«erlegt man das Integral in eines von 0 bis zu der endlichen 
Grenze et, und von «bis oo, so verschwindet das letztere offen- 
bar für ii «s oo, während das erstere in 

e~ z z~tdz = 1/ — 
f n 

übergeht 

Aus den Formeln (a), (6), (c) folgt für das Product 
wenn tj sich ebenso auf y wie { auf a* bezieht, dass dasselbe für 
n= oo gleich 



wird, wenn nicht Jf (£) = 1, dass es also in's Unendliche wächst, 
wenn nicht M£<.Mi], in diesem Falle aber zu 0 convergirt, dass 
es ferner gleich 

ist, wenn x => cos0, d. b. Jf(J) « l. Daher verschwindet es aller- 
dings, aber wie — , wenn Af(i7) = l, sonst wie eine » fe Potenz 
1 

von — • 

n 

* §. 40. Laplace leitet den Werth (a) für P" an der oben er- 
wähnten Stelle aus seinem Integrale (5) ab. Nach dieser For- 
mel ist 



f> n (x) = ^**(a?+cos<)p l)*drp; 



zerlegt man das Integral in eines von 0 bis \n und von \n bis n, 
bringt das letztere durch die Substitution n — q> für <p auf die 

7* 
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Grenzen 0 nnd \n, führt endlich für sin^qp die Veränderliche * 
ein, so wird nP n gleich 

Im weiteren Verlaufe soll nur das erste Integral ausführlich unter- 
sucht werden, da das zweite eine gleiche Behandlung gestattet; 
wir wollen auch, wie bei Laplace geschieht, nur den Fall a? = cos0 
betrachten, den einzigen, welcher Schwierigkeiten darbietet. Da 
man das Resultat schon aus §. 39, (o) im allgemeinen kennt, so 
kommt es hier hauptsächlich darauf an, die Vorzüge, welche die 
Untersuchung in der Integralform hat, nämlich die genauere Fest- 
stellung des Fehlers, in's Auge zu fassen. 

Es ist also a? = cos0, 0<d<n, £ = cos0+ isintf, y**— 1 = »sin0; 
setzt man 

a = 2l-~^- = 2sin , 0+tsin20, 
so ist der Grenzwerth für n = <x> von 

aufzusuchen. Da die Norm, das Quadrat des Modulus, von 1 — az 
gleich 1 — 4 sin* 0(a— z*), also am grössten nämlich =1 für z = 0 
ist, so werden die Theile des Integrals, in denen z nahe an 0 liegt, 
bei grossem n den Hauptbeitrag zu J liefern: man zerlege deshalb 

h 

J in die Summe A+B, wo durch A das Integral von 0 bis — be- 
zeichnet wird, wenn h eine beliebig grosse, aber von n unabhängige 
Grösse vorstellt; die Grenzen von B sind ~ und Den einzigen 

Beitrag zu J, der beachtet werden muss, liefert A, wie gezeigt 
werden soll; zugleich wird dieser Beitrag gefunden. 

Um später die Untersuchung nicht weiter unterbrechen 
zu müssen betrachte • man zuerst den ungefähren Werth von 
(1—a«)*, wo M(az) sicher unter sin0 liegt, da z<£. Es wird 
log(l — oz)" = wlog(l— oz); der log(l— oz) ist in eine convergente 
Reihe entwickelbar: 
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a*z* a*z* 

log(l— as) = -f -3 — hetc. 

a) Die rechte Seite der Gleichung hat offenbar einen posi- 
tiven reellen Theil. Der M (az) ist kleiner als 1 und az hat einen 
positiven reellen Theil 2sin , 0.3. Setzt man az^p±qi, so ist 
1 — az also =1— p+qi; 1— p und q sind beide kleiner als 1, also 
auch ihr Modulus. Daher wird 

1 — oa = r(cosg>+i8ing>) 

wo r < 1, und 

— log(l— az) = — logr— - <pi 
hat einen positiven reellen Theil, und dieser Theil ist gleich 
— logJf(l— az). 

b) Da (üf(l— as))* oder 

N(l-az) = l~4sin Ä 0(*-a') 
(s. 0.), und da z—z* sein Maximum für * = 0, sein Minimum cos Ä 0 
für « =• i erreicht, so nimmt der reelle Theil von — log(* — 
mit z von * = 0 bis z = ± zu. 

c) Hat daher der Modulus von 1— az an irgend einer Stelle 
einen um einen endlichen Werth von 1 verschiedenen Modulus, 
so wird er für grössero z sich noch mehr von 1 unterscheiden. 
Es wird also von diesem Werthe * an bis a = * immer log(l — az) 
die Form haben 

log(l-oa) = -17-9^, 
wo 17 positiv und angebbar ist, also 

(1 — az)* = e-^cosqp — tsinqp). 
Unser Integral verschwindet also von diesem Werthe von * an 
bis z = \ genommen , wie eine — n te Potenz mit wachsendem n, 
kann daher vernachlässigt werden, wenn wie hier geschehen soll 
nur Fehler beachtet werden, die wie negative Potenzen von n selbst 
verschwinden. 

d) Es wird sich zeigen, dass (1 — az) n einer endlichen Grenze 

zustrebt, wenn * zwischen 0 und — liegt, wie gross auch A ist; 

dass es schon wie eine Exponentialgrösse, die im Exponenten 
eine Potenz von n enthält, verschwindet, also vernachlässigt werden 
kann, wenn z die Form hat z = e» 6 - 1 , wo b beliebig klein positiv 
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aber nicht Null und ebenso wie e von » unabhängig ist. In der 
That hat — nlog(l — a») dann einen Werth, dessen Glied von 
höchster Ordnung nach n gleich anz d. h. 

aen b = «(2sin'0+'sina0)fi* 
wird, dessen reeller Theil also positiv » 2«sin f 0. n b ist; die folgen- 
den Glieder von der Ordnung n 6 - 1 , n*"" 2 , etc. (6—1 ist schon ne- 
gativ) nehmen schnell mit wachsendem n nb, und der Jüf(l — at) m 
hat als ungefähren Werth 

e — 2«8in'0n* 

Es bleibt also nur noch der Fall fe = 0; in diesem setze man s = — 
wo y zwischen 0 und h liegt. Dann ist, genau bis auf Glieder von 
der Ordnung — 

»log(l — os>r= _ ay, 
also mit Vernachlässigung aller Glieder, welche n im Exponenten 
enthalten, 

(l-a*)" = c-» (* = -£, 0<j,<ä). 
Es wird schliesslich 

nach der Substitution s = — 



i /* _ 



* ds 



also bis auf Grössen von der Ordnung n~~% excl. genau 
Nimmt man ä immer grösser, so entsteht 



2^ST' e "TS"' 



so dass man nach Mujtiplication von J, mit e"* 1 ' den Werth des 
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ersten der beiden Integrale erhält, deren Summe nP % giebt; das 
zweite gebt hieraus durch Vertauschung von —0 mit 6 hervor. 
Behält man deshalb nach der Multiplication nur den doppelten 
reellen Theil bei, so findet man für *iP"(cos0) die Formel (a) des 
vorigen Paragraphen. 

Auch Dirichlet's Integrale (§.10) liefern dasselbe Resul- 
tat für / > "(cos0), wie man durch nachfolgende Betrachtungen ein- 
sehen wird, die der Verfasser kein Bedenken trägt hier mitzutbei- 
len, obgleich er sie einer ungedruckten Arbeit entnimmt, nämlich 
der Nachschrift eines Vortrages von Dirichlet über Wahr- 
scheinlichkeits -Rechnung, welche etwa aus dem Jahre 1837 her- 
stammen mag. 

Dirichlet betrachtet statt der von uns abgeleiteten Integrale 
für F*(cos0) allgemeinere, welche entstehen wenn man statt der 
nen Potenz von 1 — 2a cos 0+0* die — * 1e nach Potenzen von * 
entwickelt, wobei * < 1 genommen wird. Indem wir ihm hierin 
folgen, suchen wir den Werth für n = öo von 

"2" ~Y (2(cosv/-cos0))* J (2 (cos 0- cos y))' 

auf ; für 5 J3= ^ ist U =* P. Um das zweite Integral so umzuformen, 
dass es dem ersten ähnlicher wird, setze man darin d «= n— 'if und 
führe « — xp für y> ein: dann geht es in 

C08 ?1\}J COS Slpdlft 

_ y (2 (cos y- cos rj)y 

über, so dass sich U aus vier Integralen derselben Form zusam- 
mensetzen lässt. Macht man nämlich 

J(a, 0) = - f d 22^*2 

v ' "J (2 (cos tp- cos 0)Y 

so wird 

£T = J(ii+t^) + J(»-#,tf) + (-l)"(J(ii+f, V )+/(ii-^)). 
Betrachtet man eines, z. B. das erste von diesen Integralen, so 
wird der Theil der Function unter dem Integralzeichen am meisten 
zum Werthe des Integrals beitragen, für welchen y nahe 6 ist; 
setzt man deshalb yt=:0—ip, so wird 
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. 00g ae f ' £2!f£*2 . + gin a gf , 

J (Hn(0-MHn4y)' (sin(ö-^).ini T )* 
oder wenn « eine kleine endliche Grösse bezeichnet, nahe 

¥~' 

Macht man a = n+s und a<p = tp, so verwandelt sich die rechte 
Seite mit wachsendem n, durch die bekannten Formeln 

— — = sin — r(l-,), 
* sinVxty' t, /4 \ 

^ = cos T r(i-,), 



- — — / 



(I 



(»+«)'-' r(l -*)sin(^ + (»+*) fl), 
so dasB man erhält 

ra-s) sin (T +( '» + * )<> ) 

Hieraus folgt, wenn man im Nenner n fttr «+* setzt, 

2 JYl-^ 8in (T +n 0 COB ^ 
V ; K " (2sin0)* n l ' s 1 

addirt man hierzu ( — l)"mal den Werth, welcher durch Vertauschung 
von n — 6 mit 0 entsteht, so erhält man 17, und für # = ) den 
Werth (a) des §. 39 für P*(cos0). 

* §. 41. Nach diesen Betrachtungen kehren wir zu den Un- 
tersuchungen des §. 17 zurück. Es war dort durch nicht ganz 
strenge Schlüsse die Entwickelung 

(")••• ir-7 = *2h*+i)F(*)Q n (y) 

y — »=o 

gefunden; jedenfalls rausste an jener Stelle y > 1 vorausgesetzt 
werden, da Q für keine anderen y definirt war, ferner x <c y, end- 
lich waren x und y reell. Es sollen jetzt die Bedingungen 
ermittelt werden, unter welchen die Gleichung (a) statt- 
findet. 



Digitized by Google 



§.41,29. I. Tbeil. Drittes Kapitel. 105 

Znn&chst ersieht man aus §. 39 sogleich, dass die Reihe (o) 
divergirt, wenn Jf ({) ^ #(?/); man nehme deshalb an, es sei 
Mfä<Mfr), d. h. 

Durch die Integrale §.7 und 23 transformire man das »•« Glied 
der Reihe (a) in 

n 4 4 (jf + COSÜ )^ I =1)~ M 

suromirt man eine endliche Anzahl von Gliedern, so darf unter 
dem Integrale aummirt werden, so dasa man hat: 

£<>' = J d !/ \* n (,+eo.« yy^ir» ;^ 

die Integrale zwischen gehörigen Grenzen, d. h. 0 nnd « oder oo 
genommen. Die Summe ^l+pn-hs+ctc. in infin. wird mit wach« 
sendera n beliebig klein (§.39); wenn auch die rechte Seite der 
Gleichung in dem Falle beliebig klein wird, dass dort die Summe 
nicht von 0 bis n, sondern von w+1 bis oc erstreckt wird, so dürfen 
daher beide Summen zugleich von n = 0 bis n = oo genommen 
werden. Nun ist wegen der gleichen Zeichen von x und yS*^-l 
sicher 

M(x+ cos? yS 5 ^!) < M(x+yx % — 1), < Jf(|) 

Jf(y + cosü|^^)>itf(y4-| / y ?::: l), >*(*); 
daher wird der Modulus der von (n+1) an genommenen Summe 

unter dem Integrale, wenn man M{— ) = f macht (wo f <C1), 
kleiner als * 

1 06 

*Jf(jH-cos.<^l) .f/^+Or. 
Die multiplicirende Summe ist bekanntlich eine endliche Grösse 

2(2*+i)r = 

die mit wachsendem n verschwindet, also der Modulus des zu un- 
tersuchenden Integrals 

dt 



Af(j, + COSi( fi*=T) 
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Dasa hier das Integral nach /, also der ganze vorstehende Auadruck 
endlich ist und dann natürlich wegen * mit wachsendem n ver- 

sch windet, zeigt sich sofort, wenn costf in — - aufgelöst, und 

der Grad des Nenners in Bezug auf e* beachtet wird. Es ist dann 
klar, dass das Integral nach t von einer Zahl h bis co mit wachsen* 
dem A verschwindet; das Integral zwischen endlichen Grenzen 0 
und A einer nicht unendlich werdenden Function bleibt ferner end- 
lich, also auch das ganze Integral von 0 bis oo. 

Der Satz, welcher oben benutzt wurde, dass der Modulus eines 
Integrals einen kleineren Werth hat als das Integral des Modulus, 
ist eine unmittelbare Folge des andern, welcher schon im §.29 
ohne Beweis angewandt wurde, dass nämlich, wenn u und © zwei 
beliebige Grössen vorstellen, 

M(u+e)<M(u)+M(t>). 
[Zum Beweise des Satzes mache man 

u = re i( P, v = pe'V. 

Dann ist 

M(u-\- v) = yr*+2r(>co8(<3P— -ip) + Q % 
also < M(u)+M(e) d. h. <r-fo, weil eine Seite des Dreiecks 
kleiner ist als die Summe der beiden andern.] Diese Formel auf 
unendlich viele Summanden angewandt, beweist den Hülfssatz. 
Wird berücksichtigt, dass 

f 2B+1 >^ = (^?; 

so kann man aus der Formel, welche nun die Summe der unend- 
lichen Reihe £(2n+l)P H (x)Q n (y), die in (a) vorkommt, giebt, die 

u 

folgende 



«... ±-r*f n (y+™*in¥^+*+™<pv*^) j r 

n { i (y+cositjy'-l-x-costpy/x'-iy * 
ableiten, und es ist nur noch zu zeigen, dass dies Integral 
(y— x)" 1 wird: in der That giebt die rechte Seite von (fl) den 
Ausdruck (6), wie man sah, so oft 

(c)... Mlm+y^=T)<M( M +lfy B =i)i 



so oft also (6) ausgeführt x) 1 giebt, ist (y— a?)" 1 in die 
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Beihe (a) entwickelbar, natürlich (c) vorausgesetzt Es wird nun 
zuerst die Gleichheit unter der Voraussetzung eines reellen x 
und y bewiesen, wenn ausserdem s<y und y>l gedacht wird; 
hierdurch vermeidet man lästige Untersuchungen über die Zeichen. 
Zweitens achliesst man aus dem Bestehen der Gleichheit im er- 
wähnten besonderen Falle auf das in dem allgemeinen. 

1) Es ist (§. 6) 

i_ r* d<p ^ i 

nJ a—bcosf y^—b* 

wenn 

a = y — x -f-costr.yy* — 1 



6 = jAr'-l 

gesetzt wird; hieraus folgt, z. B. durch Differentiation unter dem 
Integrale, 

_1_ f n d<p a 

nJ (a-ocosy)* {tftfZTp)* 

cos rpdxp b 



1 P n COI 



wenn man überall die "reelle Grösse } f a % — b* positiv nimmt. Das 
innere Integral in (6), roultiplicirt mit — , ist dann 



TT 



(y -J-co8t<Vy t — 1)* — 1 



[y 2xy + 1 + 2 (y - x) cos 1 1 ity'-l + cos * i t (y • - 1 )]* 
Macht man 

* = y + co8i<)V-l, 
so ist der Ausdruck (6), nach t unbestimmt und noch nicht zwi- 
schen 0 und oo integrirt, 

= r 

J (yl-2*r+* , ) , yi_2*y+»' 
_ 1 yi-2zy+z % 

y—x yi-2*x+* f " 

Setzt man für * die Grenzen oo und y + yV f — 1, so wird wirklich 

» — - 

erhalten . 
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2) Die Function unter dem Integrale in (6) wird nur unendlich 
wenn der Nenner verschwindet, bleibt also endlich sobald (c) be- 
steht; y — x wird nur 0, wenn y = x, also auch 1 bleibt end- 

y — x 

lieb, so lange x und y die Ungleichheit (c), M(g) < M(tf) erfüllen. 
Führt man statt x, y, } l x t —l i iy*—l in die zu integrirende Func- 
tion £ und rj ein, so entsteht links 

2 



rechts das Integral einer Function, deren Nenner, mit FortlassuDg 
constanter Factoren, das Quadrat von 

t/cos'tf-f-i^sin'tf — £ cos*^p — l^sin'^ 
ist, deren Zähler sich von diesem Ausdrucke nur im Zeichen von £ 
unterscheidet. Diese Function ist offenbar monodrom nach £ und n 
(nach x und y wäre sie nicht monodrom), als rationale Function 
derselben auch monogen (hat also, so lange M\£) <C.M(tj) die drei 
Eigenschaften, welche die Function, wenn sie für alle £ und t] gel- 
ten, nach Cauchy synektisch machen). Ein Integral der Function 
nach Constanten in Bezug auf £ und tj, hier tp und t zwischen 
endlichen Grenzen resp. 0 und n, 0 und h, ist daher gleichfalls 
endlich, monodrom, monogen. Da das Integral, wenn man es nach 
t von h bis oo genommen hätte, mit wachsendem h verschwinden 
würde, so hätte man auch eine Function mit den genannten drei 
Eigenschaften erhalten, wenn man nach <p und t von 0 bis resp. n 
und oo integrirt hätte. Wir besitzen daher zwei Functionen von £ 
und tj, nämlich (6) und (t/ — x)~ l , welche gleich sind, wenn x und y 
reell, x <y, y > 1, d. h. wenn tj reell und > 1, £ reell und > 1 
oder =s co8 0-f *sin0, wobei jedenfalls ^f£ < 17. Diese Functionen 
sind, so lange M(^)<iM(rj) bleibt endlich, monogen und monodrom: 
sie sind daher gleich für alle £ und tj, so lange M (£) < M(tj). 

*§. 42. Das Integral von La place 

P n (x) = i- /(x+coagffi^iydq) 



zeigt, dass bei der Entwicklung von (x-\-cOBq>} / x i —l) n nach Co- 
sinus der Vielfachen von q> in die endliche Reihe 
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c 6 -f c, cos qp-fc, cos2g>+ etc. 
das Glied c 0 gleich **"(#) ist. Diese Entwicklung könnte man 
dadurch erhalten, dass (x -f- cos <p ^x % — 1 )" zuerst nach Potenzen von 
cos g> geordnet wird, und dass man dann die Potenzen von cosqp 
in Cosinus der Vielfache nach den bekannten Formeln umsetzt. 
Da » eine ganze Zahl vorstellt, so würde die Entwickelung nach 
den Potenzen noch unverändert fortbestehen, wenn für cosy eine 
beliebige Grösse , z. B. der Cosinus eines imaginären Bogens ge- 
setzt wird; der Ausdruck der Potenzen von cosqp durch die Cosinus 
der Vielfachen bleibt in diesem Falle derselbe wie bei reellem cp, 
und man findet daher, wenn \p und t reelle Grössen vorstellen und 
c die früheren Constanten sind, 

(x + cos (g>- tff - 1 <) ix*— 1)" 
= c 0 + c t coB(<p—%p—it)-\-c t cos2(q>—%p—it)+ etc. 

Hieraus folgt nach §. 10, indem die Reihe rechts nach Cosinus und 
Sinus der Vielfachen von g> fortschreitet, 

(30)... 5j/ («+co8(y-V/-i<)A , -l)"^ ) 

so dass in dem früheren Ausdrucke von P, wenn er auf die Gren- 
zen 0 und 2« gebracht wird, die imaginäre Substitution ge- 
stattet ist, ohne dass dadurch die Grenzen sich ändern. 

Es soll nun untersucht werden, ob das Gleiche auch mit dem 
Integrale (19) für Q, nachdem dort die Grenzen 0 und oo in — oo 
und oc umgewandelt sind, d. h. mit 

°' iX) = *•£ (x + coiuttt)"* 1 
der Fall ist: dass man t ohne die Grenzen nach t zu ändern mit 
t+u vertauschen kann, wenn u eine reelle Constante vorstellt, ist 
ohne weiteres klar; es fragt sich nur, ob man t mit t+yri vertau- 
schen darf wenn \p reell ist. Es wird deshalb das Integral 

, v f* dl 

' •i. (*+cos(Ü— v^x^i)"* 1 
betrachtet; zn ermitteln bleibt, ob (a) von y> unabhängig ist. 
Zuerst fragt es sich, für welche \p auf einer Kreisperipherie 
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der Nenner in (a) verschwindet, das Integral also seine Bedeutung 
Terliert. Man betrachte zunächst die besonderen Fälle: 

1) Es sei x reell und grösser als 1. Dann kann der 
Nenner 

iV = rc+cosi^cos^ya: 1 — l-fsint<Bint^Va? Ä — 1 

nur verschwinden (da sint* imaginär wird, sobald nicht t « 0), 

wenn t = 0 und x-\-coay>Yx* — 1 = 0, oder wenn sin^ = 0 und 

a?4-cos*f cosv^a?*— 1 = 0. Der erste Fall kann nicht eintreten, 
x 

weil ^— — == positiv und grösser als 1 ist; es bleibt also nur der 

zweite übrig. Für sint^ = 0, muss y = 0 oder n sein; für ip = 0 
wird ar-fcostf cost/f}/^ — 1 nie Null, wohl aber für ip = n, natür- 
lich nicht für alle t, sondern für ein der Art gewähltes, dass 

costf = . In diesem Falle hat man also das Resultat: Wird 

]/x % -l 

der "Winkel \p in JV festgehalten, während t alle Werthe von — oo 
bis +oo erhält, so verschwindet JV nur (für einen gewissen Werth 
von t), wenn %p genau = +n ist. Bezeichnet £ eine beliebig kleine 
positive Grösse, so wird N' 1 also endlich bleiben für alle y 
zwischen über 0 hinaus bis n — t. Der eingescho- 

bene Werth 0 zeigt die Richtung an, in der y wachsen darf. 

2) Es sei x rein imaginär = %y t so nimmt — t'JV die Form 

yH-costfcos^j/y*-}- 1+sintf sin^j/yN-l 

an, verschwindet also nur für sinifsinV == 0. Für sinV Ä 0 kann 
— t iV nicht verschwinden, indem es sich auf y+co8tf|/y f -f l redu- 
cirt, und Vy'+l schon > y; für 1 = 0 aber reducirt es sich auf 
y+costpyy r -fi, verschwindet also, wenn i// einen Werth y g er- 
reicht, der durch die Gleichung 

bestimmt wird. Nennt man den Werth %fß 9t welcher zwischen |* 
und n liegt, so wird also N nur für \j> 9 und — xf/ 9 verschwinden, 
oder JV~ l bleibt endlich für alle ^ von — über 0 

hinaus bis Vo— *» wenn 
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und zweitens auch von Vo+' über n hinaus bis 2k— %p t — t. 

3) Es sei a?=*cos0, O<0<«. Alsdann verschwindet iV 
nur, wenn das imaginäre Glied 

tco9tfco8t//sin0 

ausfällt, also fllr V = ii fr « Für jeden dieser zwei Werthe wird 
das Uebrigbleibende 

cos0±sin0 — — 

verschwinden, da e-' — e* alle Werthe von — oo bis oo erhält Es 
bleibt also AT" 1 endlich von — über 0 bis \n — *, 
und zweitens von {n+e über n bis \n — t. 

Man betrachte endlich den allgemeinen Fall, in dem x 
complex ist, und setze dazu, wie §.26, (a), indem man x positiv 
annimmt, 

4) a? = rcos0+ tj/r^Tsintf; {-\n<0<\n). Dann wird 

x r}-r % — 1 — tsin0 cos 0 

yx*—l r*—cos*0 
Soll dieser Ausdruck gleich — cos (ff — y) sein, so müssen daher 
die zwei Gleichungen 

r Vr*—1 

—r 1 s^- = — COStfCOSy/, 



sin0 cos 0 



i TS" = ö 81n V 

r 1 — cos'0 2 r 

erfüllt sein. Ein Werth % der ihnen gentigt, liegt wie man aus 

der ersten sieht, zwischen \n und n; dieser heisse i// 0 ; derselbe 

entspricht einem gewissen t, dem gleichen aber entgegengesetzten t 

entspricht — Mehr Werthe existiren nicht, wie man sogleich 

bemerkt, wenn man die Eliminationsgleichung 

/i\ rVr*— 1) sin* 000**0 , t Mmt 

(6)... - v . — = (r*— cos'0)* 

v ' cos'y sury 

gebildet hat, die allerdings vier Werthe für cosy liefert, von denen 
aber nur einer negativ und kleiner als 1 wird, der folglich allein 
den ursprünglichen beiden Gleichungen genügt. Man hat also daa 



Digitized by Google 



112 



I. Theil. Drittes Kapitel. 



§. 42, 30. 



Resultat: iV -1 bleibt endlich für alle V von — Vo + * k* 8 
y 0 — *, über 0 hinaus; zweitens von tysey 0 +t bis 2»— V<>— * 
über n hinaus, wenn %p der zwischen \n und n liegende 
Bogen ist, welcher sich durch Auflösung von (6) ergiebt. 

Nachdem die Stellen bezeichnet worden sind, an denen iV~~' 
unendlich wird, gehen wir zu dem zweiten Theile unserer 
Untersuchung über, und betrachten das Integral 

J (x+cosityx 1 — 
wenn über verschiedene Wege integrirt wird. 

Sind die beiden Punkte auf der Achse des Beeilen, welche 
die reellen Grössen — h und +A darstellen A und B; die Punkte 



X A 



-Ä 



f 



F 



B X 



h 



— A-f yri und A+V* ferner C und 0 (tp bezeichnet eine reelle, po- 
sitive oder negative Grösse), so dass ABCD ein Rechteck ist: so 
wird J, auf reellem Wege von — A bis A genommen, also über AB 
integrirt, gleich dem Integrale über die Peripherie ACDB 



men, wenn innerhalb des Rechteckes der Nenner nicht verschwin- 
det. Die Bedingungen hierfür sind ad 1—4 angegeben. Das In- 
tegral über ACDB zerfällt in die Summe der drei über AC, CD, 
DA; im ersten durchläuft t die Werthe *«— h+tpi von qp»0 
bis q> •= im zweiten t = ipi+u von u = — A bis u =A; im 
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dritten I = h + q>i von <p = bis q> = 0. Das Integral über den 
zweiten Weg CD (Kürzer angedeutet: J, CD) ist daher 

^ du 



•f 



(x -f- cos (iu — i//) ix*— 1) 



ferner J, AC 



endlich J, DJ? 



«/ ( x4- cos (ih 4- cd) 



/ (aj+cos(tA-f qp) )V— 1)" +1 ' 

d(p 



S («H 



^ v ^+cos(tÄ~y)>^=l) ,,+1 

Mit wachsendem A verschwinden «/, j4C und J, DB, da die Nenner 
unendlich werden ; sie würden auch noch verschwinden, wenn unser 
ursprüngliches Integral J im Zähler noch eine ganze Function 
von costf höchstens vom Grade n enthalten hätte. AB geht 
dann in 2Q*(x) über, während J, CD sich in den Ausdruck (a) 
dieses Paragraphen verwandelt. Setzt man in (o) noch für t, 
wo u nirgend eine reelle Constante bezeichnet, so hat man endlich 
das Resultat: 
„Es ist 

dt 



(31) f 



(a?+ cos (tf + iu - y) fiFZI) u + l 
von u und \p unabhängig, also = 2Q n (x) wenn \ft im Intervalle 
von — Vo + * tiDer 0 bis tp 0 — t bleibt, wo %p 0 einen positiven Win- 
kel bezeichnet, der nicht unter \n liegt, und ad 1 gleich n, 

x 

ad 3 gleich \n, ad 2 durch die Gleichungen cost^«, = — ^ t -- , 

\n <C t/> 0 < n, ad 4 durch (6) und \n <. <. n gegeben wird." 

Wäre xp grösser als y 0 genommen, nämlich zwischen %p 0 und 
und 2n — \p 0 , wodurch, mit dem früheren Falle verbunden, jede 
Lage von rjj in den vier Quadranten umfasst wird, so würde man 
dieselbe Betrachtung für das Rechteck CEFD angestellt haben, des- 
sen Eckpunkte E und F die Punkte — h±ni, h±ni darstellen. 
Man hätte dann gefunden, dass (31) von %p unabhängig ist, insofern 
man Werthe dafür nimmt, die dem Rechtecke CDEF angehören, 
kann also n für ift setzen. Berücksichtigt man noch dass (p. 63, b) 

Heine, Handbuch d. Kugelfunctionen. g 
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i f .ff, = Q\*)+i«r{x), 

wenn man nur den Fall x reell und > 1 ausschliesst, der aber hier 
nicht zur Anwendung kommt, weil für ihn ty 0 gleich n wird, so findet 
man folgenden Ergänzungssatz: 

„Liegt aber \p zwischen tp 0 + t und 2«— -t^o— *> 80 w * r ^ we an 
x positiv ist, (war x = cos0 so ist das Zeichen beliebig) das In- 
tegral (31) gleich 

20"(*)+ 2inF(x). n 
Anmerk. Auf ähnliche Art zeigt man, mit Hülfe obiger An- 
deutungen für diesen Fall, dass 

/ G(cos(it+iu-y>))dt 
_ (x+coB(it+iu — y)jx i ^l) n + l 
je nachdem die erste oder zweite Grenze für y stattfindet, gleich 

G(cosif)dt 



(x±coait^x t —l) H+l 
wird, wenn G(z) eine ganze Function von s vom höchstens n 
Grade vorstellt. Hat man statt einer ganzen Function G eine 
rationale, so wird man die entsprechenden Sätze leicht aufstellen. 

Beispiele. Man setze in diesen Formeln n = 0, und ver- 
gleiche §. 38. In den dort angegebenen besonderen Fällen für 

dt 



J a+bcosit 

ist ad 1, x reell und > 1 ; ad 2, x rein imaginär, ad 3, x reell und 
<C1. Ist also a reell positiv, so wird, wenn wie ad 1 die Grösse b 
reell positiv und <<z: 

J o-f 6cos(t<+tM — \p) 

= ^io g (£±]^\ 

ausgenommen wenn man tff gerade = -±n gesetzt hat. Man findet 
ad 2, wenn 6 reell positiv und > a, 

^ = 7^=F arcCOt S^^' (0<arc<i*), 
für alle yt bis tp 0> wo coay 0 = — liegt aber y zwischen 
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2 fi 

und 2n — \p üi so ist die rechte Seite um . zu vermehren. 

y 6*— a* 

Den dritten besondem Fall, so wie den allgemeinsten tibergehen 
wir hier um die Untersuchungen nicht zu weit auszudehnen, und 
verfolgen nur den zweiten weiter, der ein Resultat liefert, welches 
später benutzt werden soll. Macht man nämlich a = A, bcosxp&sB, 
bsintp = C, so wird 

(31, o) ... A + Bcoait + CBinit f 

wenn A, B, C reell, und A, J&'-fC — 4* und A+B positiv sind, 

2 A 
= . arc cotg -=====, (0 < arc < 4 n) ; 

^B^C'-A* ^l^ , +C , -A t 1 " 

ist aber it+B negativ, dasselbe vermehrt um 

2n 

jB'+C'-A 1 ' 

Die Integration von (31, a) im allgemeinsten Falle, wenn A, B, C 
beliebig reell oder imaginär sind, wird sich immer auf die Bchande- 
lung von K für ein bestimmtes a, b, %p und «, also (indem der 
Werth von u gleichgültig ist, der von y nur in sofern eine Bolle 
spielt, als man wissen muss, ob er über oder unter y* t Hegt), auf 

dt 



— X 



o-f 6cosi< 

oder endlich auf die Function Q*(x) zurückfuhren lassen, deren 
Werth man §. 38, d findet 

Dass die imaginäre Substitution in Q* gestattet ist, hat der 
Verfasser im 42sten Bande*) des Crelle' sehen Journals p. 73 mit- 
getheilt. 

Viertes Kapitel. 

Zugeordnete Functionen erster Art. 

§. 43. Es ist schon erwähnt worden, dass sich aus der Glei- 
chung (5) schliessen lässt, es müsse in der Entwickelung von 

(a?+ cos^a?*— 1)* 



*) Theorie der Anziehung eines Ellipsoida. 

8* 
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nach Cosinus der Vielfachen von <p das von <p unabhängige Glied 
P*(x) sein; man kann hinzufügen, dass nach (6) das Gleiche von 

(x + cos (p yx*—l )~" _1 
gelten muss. Es sollen nun diese Reihen wirklich hergestellt wer- 
den, wobei wir uns, unseren Zwecken entsprechend n ganz (und 
positiv) denken; nimmt man für n eine gebrochene Zahl, so wird 
nichts wesentliches geändert, und* Einiges im §.46 sogar einfacher. 
Die Resultate für diesen Fall kann man nach den Andeutungen im 
Folgenden aus unseren Formeln ablesen. 

Man bringe x+eozy^x*— 1 in die Form 

oder 

Entwickelt man die n le Potenz nach dem Taylor'schen Lehrsatze, 
und macht zur Abkürzung 

u = (**-l)" f 

so wird erhalten: 

(o) . . . 2*(a?+ coEq>Yx T ^-i) n = 
1 (Tu z cT+ l u a* <P m u 

JT(«) dx* + JZ(»+ 1) + etC * + /I(2») <te^- 

1 rw— 1 — » 

% Oi U SS 

+ JI(*-l)dS^ + CtC * + JT[Ö) M ' 
so dass die m len Glieder, welche untereinander stehen 

3 « W 2 



JI^PS) 5^+^' Jl{n—m) rfx— • 
sind. Die linke Seite der Gleichung ist reell; dasselbe muss daher 
von der rechten Seite gelten, die i verbunden mit den Sinus der 
Vielfachen von g> enthält: diese Sinus heben sich daher fort. Zu 
sintnqp tragen nur die beiden oben neben einander gestellten Glie- 
der bei, indem 

soll Binwiy fortfallen, so besteht also für jedes m die Gleichung: 
(*■-!)" <r+ m (x l -iy 1 d n ~ m (x 7 -l) n 



(32) . . . 



Il(n+m) " " da**» ~JZ(fi-»i) 
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Diese schöne, von Jacobi *) zuerst gegebene Formel 
verwandelt die Reihe (a) in die folgende: 

(33) ... 2» (*+ cos <p yV-iy = 

i d*(x*-iy , ^= <y^=ir 

+ 2 — Ah» cosm r> 



Iln dx n m=i Jl {n+m) dx*+' 
in welcher nach (32) unter dem Summenzeichen auch m mit — m 
vertauscht werden darf. 

Das erste Glied dieser Reihe ist, wie man aus (3) ersieht, 
2 n l*(x)\ die folgenden enthalten höhere Differentialquotienten von 
(x*— 1)* als den n** n . Bildet man allgemein den p ten Differential- 
quotienten von (x*— 1)*, wie §. 5 der n Xe gebildet wurde, so er- 
giebt sich 

n(2n-p)d p (x t -l) n = 
n{2n) dx p 

(2n-p)(2n- p^l) Vn-p)...(2n-p-S) 
* *">n-l) X + 2.4(2fi-l)(2fi-3) * etC * 



Um dies auf die Ausdrücke anzuwenden, welche in (33) vorkom- 
men, mache man, wenn w 1 ^« 1 , 

(34) . . . r» = 

_ (n-m)(«-m-l) _ 7 (w-m)(n-m-l)(w-wi-2)(»-m-3) u 
2(2w-l) 2.4(2»-l)(2»-3) 

es mag m positiv oder negativ sein; ferner setze man 

(34, a) ... P» = (/^^T)"?», 
wobei es erlaubt sein wird, wenn keine Zweideutigkeit entsteht, 
die oberen oder unteren Indices fortzulassen. Durch die einge- 
führten Grössen drücken sich die hier vorkommenden Stücke in 
folgender Art aus: 

«K± h\ d*+ m (x*-\) n n(2n) S . IW 

(34 C } d"*(x*-l)" _ JI(2k) 
ferner sagt (32): 

<» f -ir*» = «:.(•) 

oder 

(32, a) ... J»Jx) = rj/c) , (m g n). 

*) Cr eile, Journal f. Math. Bd. II S. 225: Ueber eine beiondere Gattung etc. 



Digitized by Google 



118 I. Theil. Vierte«» Kapitel. §.43,35. 

Ausserdem wird 

Kmm% . j*(»)- ^;;; (to ~ x) JW; 

endlich auch, — um die häufig wiederkehrenden Formeln dieser Art 
zusammenzustellen — 

* 

(yy=ir <rp*(x) i _ . 

1.3...(2/i-l) dx» II(n — m) m{J ' 
Es nimmt nun die Gleichung (33) die Form an 

Pu(x) "» Pl(x)cosmy 
//(«) n (n) + ra= i n(n + m) JT(n - m) * 
Die vorstehende Entwickelung verschafft auch einen Integral- 
ausdruck fUr P* vermittelst des Satzes über die Coefficienten- 
Bestimmung trigonometrischer Reihen im §. 10. Es ergiebt sich 
dadurch 

(35) . . . 1 rK(«) = 

— / Oc+cosqpya?* — l) Ä cosmqpcty>, 

0 

ein Integral, welches dem von Laplace für P* entspricht. 

Die Function Pj soll als Zugeordnete erster Art einge- 
führt werden. Man wird an späteren Stellen sehen, dass dieselbe 
schon von Euler und Legendre ausführlich behandelt wor- 
den ist; ihre Darstellung durch die Entwickelung der Potenz 
{x+eozy^x*—!)* und die daraus folgenden Gleichungen hat der 
Verfasser*) zuerst mitgetheilt, hat übrigens diese Entwickelungen 
später in einem älteren Manuscripte von Jacobi gefunden, welches 
auch schon Neu mann 's Integral (24) enthält. Die Bezeichnung 
durch den Buchstaben P mit zwei Indices ist von Gauss ge- 
wählt**); um zur Abkürzung den einen oder den anderen Index 
fortlassen zu können, zog deri Verfasser vor, sie nicht neben einan- 
der zu stellen, wie er es früher nach Gauss that, sondern den 

*) Dissertatio inauguralis, 1842, §.7 — 8. 

**) Resultate aus den Beobachtungen des magnetischen Vereins im Jahre 1838, 
Leipzig 1839: Allgemeine Theorie des Erdmagnetismus, §.18. 
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einen zum oberen den anderen zum unteren Index zu machen. Da 
hier x nicht nur Werthe annimmt, die <C 1 sind, so war es, nach 
unsern Festsetzungen über das Zeichen von }/x x — 1 geboten, hier 
P^ zu nennen, was bei Gauss (+i) w jP* ,m sein würde. 

Endlich muss noch erwähnt werden, dass Neumann im 37* ten 
Bande des Cr eil eschen Journals für diese Functionen zwar die- 
selben Buchstaben beibehält, dass sein P sich aber von dem unsri- 
gen um einen numerischen Factor unterscheidet. Da in mehreren 
Arbeiten über mathematische Physik die Bezeichnung von Neu- 
mann benutzt wird, so ist die Bemerkung erforderlich, dass bei 
ihm P«,o unser P", sein P n ,«(£c) unser 

giebt. 

[«Was bei den Q über Einfuhrung einer Grösse £ gesagt ist, 
kann auch hier benutzt werden, und man kann 

(£ + r 1 + cos <jp (£ — f" 1 ))* cos mq> dq> 

o 

gleich 

nJI(2n) 
iI(»+f»)JI(n->») wL$J 
setzen; ist dann = 2a?, so stimmt P(x) mit P[{] überein so 

lange 3f(£)>l, ferner wenn Jlf(£) = 1 und der imaginäre Theil 
von £ positiv ist; in allen übrigen Fällen ist offenbar 

p;(*) = (-i)-p;[!].] 

Besondere Fälle. Für x = 1 verschwinden sämmtliche PI 
mit Ausnahme von m = 0; da nämlich P*(l) = 1, so wird 

1 » W ""l.3...(2n-l)' 
P* verschwindet in allen übrigen Fällen nach (34, a) sicher, da 
^3m(a?) eine endliche Reihe, daher für x = 1 endlich ist. Es bleibt 
also sogar noch 

(••-lr^jcw 

endlich für x = 1. 

Betrachtet man x = 0 als Grenze eines reellen oder positiv 
imaginären x, so wird nach unseren Festsetzungen fa*— 1 ftir 
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x = 0, i und wie man aus (35) sieht P£ (0) = 0 wenn n — m un- 
gerade ist. Auch in den übrigen Fällen giebt dieselbe Formel den 
Werth für P(0); es wird nämlich das Integral in (35), dann 

ni n n(n) 



-f m).2.4... (n — m) 



also 



2 \ I co3 w (p cos mep d(p — — — 

2 . 4 * . . [n 

p»/a\ _ •» l-3...(n-f m — l).1.3. .. (rc — m — 1) 
~ * 1.3.5...(2»-lT 



(2»— 1) 

wenn n — m gerade ist, sonst 0. 

§. 44. Es bleibt noch die — (*t + l) le Potenz des Aus- 
drucks (a?-f-cos(f V^ 2 — 1), den wir mit r bezeichnen wollen, zu 
entwickeln, nachdem die « te Potenz im vorigen Paragraphen unter- 
sucht ist; es wird hierbei x positiv gedacht. Behält man 
die Bezeichnung des §.43 bei, so ist 

(*+*)»-! 
r ~ 25 

und es handelt sich um die Entwickelung von ^"^((tf-fa)*— l)""" 1 , 
also von ((a; + J5 )«_i)— 1 

nach Potenzen von z. Die Grösse, welche zu der negativen Potenz 
zu erheben ist, verschwindet für a = l — x und für z = — 1 — x; 
es existirt aber ein allgemeiner Satz, nach weichein jede rationale 
Function f(z) von % (allgemeiner jede monogene, monodrome Func- 
tion), die ferner für keinen Werth von z unendlich wird dessen 
Modulus kleiner als eine gegebene reelle Grösse a ist, — sich für 
alle *, deren Modulus <a ist, nach aufsteigenden Potenzen von z 
entwickeln lässt. Wird f(z) nicht unendlich, sobald M(z)>b, so 
ist f(z) nach absteigenden z entwickelbar, wenn M(z) > b; bleibt 
f(z) endlich, so lange a <C M(z) <C b, so ist f(z) nach auf- und ab- 
steigenden z entwickelbar, so lange z so beschaffen ist, dass sein Mo- 
dulus zwischen a und b liegt. In unserem Falle, wo s = e'> 1 
und (p einen reellen Winkel vorstellt, ist M(z) = M^x*—!)] die 
zu entwickelnde Function wird nur für z = Hh 1 — x unendlich, also 
nur für M(z) = M{x±\), und Jtf(/?^T) liegt zwischen M(x+\) 
und M(x— 1), weil 
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Da eine von den rechton Seiten im Allgemeinen nicht 1 sein wird, 
sondern ^ 1 , so ist die andere $ 1 , also liegt wirklich M (*) für 
die Werthe, die * hier annehmen kann, zwischen den Moduln 
Mfyx— l) = a und M(Yx+l) = 6. Es folgt daraus, dass 

nach auf- und absteigenden Potenzen von * entwickelbar ist. 
Ausgenommen würden nur die Fälle sein, in denen 

jr(yS=i) « jr(yS+I); 

setzt man x = w+ct, so würde dann 

(n_l)«+„t = ( M+ i)« +t? « 

also ti = 0 oder £ rein imaginär (im besondern Falle 0) sein. Wenn 
also x rein imaginär ist, so kann die Potenz nicht mehr nach auf- 
und absteigenden s entwickelt werden. 

Dies genügt für die wichtigeren von den folgenden Unter- 
suchungen. Man berücksichtige noch den Fall, wo <p eine com- 
plexe Grösse vorstellt, die man dann in einen reellen und imagi- 
nären Theil «p — it, (wo unbeschadet der Allgemeinheit t positiv 
gedacht wird, da hier nur cos(<p — it) vorkommt, und das Zeichen 
von q> keine Bolle spielt), , auflöse. Dadurch wird 

JT(s) = M(YP^it?+fO = ^Jf(yS?=I); 

es bleibt also M(z) zwischen M^x+l und M^x—l, so lange zugleich 

fx4-l 

Ist M y = 1, also x rein imaginär, so kann daher von einer Ent- 

Wickelung nicht die Rede sein ; ist aber die grössere der bei- 
den Grössen una< ^(j^qrj)' UD ^ diese offenbar 

M(^~^j)> gl^ c ^ & 80 gil* die Entwickelung nach auf- und ab- 
steigenden Potenzen so lange als e 1 < b, oder von t = 0 bis 
t = log 6 excl. 

Nimmt man t noch grösser, so wird M(») immer > Mj/x+1, 
die Potenz also nach absteigenden Potenzen von % entwickelbar 
sein. Fasst man alles zusammen, so bat man folgendes Kesultat: 
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1) Eb sei x positiv und nicht rein imaginär, und 
^(}^~~y) gleich b (wo 6 reell und grösser als 1); setzt man 
dann (< positiv) 

so lässt sich 

((*+,)•_!)—* 
so lange t zwischen 0 incl. und logft ezcl. liegt, in eine 
nach» auf- und absteigende Reihe entwickeln, ist* noch 
grösser in eine absteigende. 

2) Ist aber x rein imaginär, so lässt sich die ge- 
nannte Grösse für jedes positive t nach absteigenden * 
entwickeln. Der Fall * = 0 ist hier auszuschliessen, in 
welchem für ein <p sicher (a?-f-*) f — 1 verschwindet. 

Um die späteren Entwickelungen nicht zu unterbrechen, soll 
sogleich an dieser Stelle über die Einheit der Entwickelung einer 
Function f{%) nach Potenzen von % gehandelt werden. Man weiss, 
dass eine Entwickelung nach auf- oder nach absteigenden * nur 
auf eine Art möglich ist; da der Verfasser nicht ausdrücklich er- 
wähnt fand, dass das Gleiche auch für Entwickelungen nach auf- 
und absteigenden * gilt, so soll es hier bewiesen werden. 

Man setze 

-f k k s" 1 + k t v~ 2 -f* etc. , 
und es gelte diese Gleichung für alle Werthe von % die einen be- 
stimmten ModuluB g besitzen, also, wenn s = ge*v gemacht ist, von 
9» sss 0 bis <p =s 2». Dann zerfällt f(z) in die Summe der beiden 
Reiben 

c 0 + (cj g + *i Q~*) cos (p -f- (c t o* + K g~ 2 ) cos 2<p -f etc. , 
i ((c, Q—k i Q- i )Bin(f+ (c, g*~ k t g~ 2 ) sin 2y + etc.), 
wo die c und k imaginär sein können. Es sei zunächst f(z) = 0; 
da durch Vertauschung von g> mit — q> die Summe der Reihen in 
ihre Differenz übergeht, so muss jede für sich verschwinden, also 
für jedes ganze m 

c*(J m = 0, 
c m g m -k m g"* = 0, 
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also jedes c und k gleich 0 sein. Es lässt sich daher 0 in eine 
Reihe solcher Form nur auf eine Art entwickeln, indem nämlich 
alle c und * verschwinden. 

Hieraus folgt unmittelbar, wenn eine solche Entwickelung einer 
Function F(t) gegeben ist, die wenigstens für alle * gilt, deren 
Modulus eine bestimmte Grösse q wird, 

F(z) = a 0 -f a,»+ a t s* -f etc. 

sr 2 + etc., 

jede andere für dieselben * geltende 

A 0 + A x s -f- A t z* -f- etc. 
+ B i *- l +B t *-*+etc. 
mit ihr identisch sein muss. Denn die Differenz beider Bewicke- 
lungen, welche sicher 0 sein muss, hat zu CoefBcienten die (s. o.) 
verschwindenden Grössen 

An merk. Ist für ein bestimmtes x und f im ersten Theile 
des Satzes die Entwickelung nach auf- und absteigenden s möglich, 
so gilt sie noch für dasselbe t und x = 1 , weil dann 6 = 00, also 
die erlaubten Grenzen für t weiter werden; ist im Falle (1) oder 
(2) für ein x und t die Entwickelung nach absteigenden » erlaubt, 
so gilt dasselbe bei dem gleichen t und x = 0, da dann 6 =3 1 ist, 
also jedes positive t die Bedingung t> log 6 erfüllt. 

§. 45. Wir gehen nun zu der Entwickelung von r"*- 1 (s. §.44) 
Über, und nehmen an, da 38 der reelle Theil von x positiv ist, 
schliessen also den Fall eines rein imaginären x aus. Entwickelt msn 
dann, wie es erlaubt ist, nach auf- und absteigenden *, so erhält man 

(a) ... (x+ cos? y£ ? ^T)-* M - 1 = (2*)" +1 ((*+s) Ä -l)" 



= *•+!. + * + * + etC *l . 

i +a_2«"" +1 -f-etc.( 
Würde man die Multiplication mit s* +1 ausführen und für z seinen 
Werth )'x 9 — l.e'V setzen, so würde die Reihe auf der rechten Seite 
von (a) eine trigonometrische werden, in welcher das von qp un- 
abhängige Glied a ist: es muss daher a gleich 

dtp 

+ COBqp ix*—!)** 1 ' 
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d. h. es muss 

a = F(x) 

sein. Ferner ist klar, dass die Summe sämintlicher Glieder, welche 
den Sinus eines Vielfachen von <p, sinroqp enthalten, verschwindet, 
dass also 

Die rechte Seite von (a) hat also die Form 
(6)... |- W + a£ 

die Summe zerlege man in eine von m = 1 bis m = n, und eine 
von m = «4-l bis co, und betrachte zunächst den ersten Theil, 
der bei den meisten Untersuchungen die Hauptrolle spielt, nachher 
den zweiten Theil. 

Um die Coefficienten a m des ersten Theiles zu bestimmen, 
(0 < m ^ n), betrachte man die Glieder in der Parenthese von (a), 
deren Summe durch 

2»+ 1 ((a;^-3) , — 1)— - 1 
dargestellt wird; daher muss die Summe, mmal nach x differentiirt 
dasselbe geben, wie dieselbe mmal nach * differentiirt, und nach 
Ausführung der ersten Operation muss (§. 44) mit jeder Potenz 
von * in den neuen Reihen dasselbe multiplicirt sein, wie nach 
Ausführung der zweiten. Nach der ersten Operation ist der Factor 
von z~ n ~ l gleich 

d (a) d r\x) 
dx m dx m 

nach der zweiten 

(-l)>-m+l)(»-m+2)...na_ = 
es ist also 

und nach §. 43 

= ( _ ir 1.3 (2»-l) p . (a) 

1 . Z , . . 71 

Berücksichtigt man noch das Ycrhältniss von F" zu P£, so findet 
man endlich 
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(36 > • • • ?:I::: (2 »-x ) ^+ c °^^ =zr >"" 1 - 

(x) + 2*5 ( — l) m K (x) cos ffiqp + 2Z, 

mzz.1 

wenn Z nur Cosinus höherer Vielfache von <p als des n ttu enthält, 
und genau 

1.3...(2m- 1) «=» ^ 

ist 

Uni der Vollständigkeit halber noch die Glieder zu entwickeln, 
welche Z angehören bemerke man zuerst, dass auch für m>ti, 

, . g " — verschwindet wenn x = 1 gesetzt wird: in diesem Falle 

wird nämlich die linke Seite von (36) unabhängig von q>. Ferner 
wende man das obige Verfahren auf die Glieder der Parenthese in 
(a) mit positivem Index an, und betrachte den Theil derselben 

a.*- 2 — a a+ i*- 2 — 2 + a* + 2 *- 2 — 3 + etc. 
aus welchem folgt, dass 



_(2w + l)a„ = ^, -(2n + 2) fln+1 =^ 2 , etc. 

also 



= (-1)"(2« + l)(2« + 2) . . . (2»+pK 

ist, wie gross positiv auch die ganze Zahl p sei. Berücksichtigt man 
(p. 117) dass K{x) = l) B , ferner die obige Bemerkung über 

die Werthe von a m für x = 1 , so entsteht 

°* = • l'.£fT 1) -( » , ~ 1) ' 

= (-i)- + '- ;j"- (2 "~ 1) -(a»+i) /V-i)\te 

fci P = (-l)* + "-iJ^Ü-(2»+l)(2 B +2)...(2n+p) f X (x--\)'daf, 

wenn <te p eine pfaclio Integration andeutet, und jedesmal von as= 1 
an integrirt wird. Man findet daher 

(36,a)...Z=^ ) X(- 1 )"^^- co ^/V-l)^"-*. 
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Daa hier vorkommende vielfache Integral lässt sich durch eine 

x i 

Reihe ausdrücken, wenn — — = y gesetzt wird; dadurch verwan- 
delt es sich in 

(c) 2 m+ y r> V d y m ~" = 

0 

2"+»JT(2n) ( ■ n(m+n) w (n-l)(m+n)(m+n--l) \ 
JI(m+») + 1.(2») y + 1.2.(2»)(2h-1) ^ +6tC V' 

die an der gehörigen Stelle von selbst abbricht. Setzt man also 
für m > n, = V und 

(36, 6) . . . K(x) - ( ^y )r F (-^ "«-^ ~ 2 »> - y)> 
so wird 

2 = (-l) m P n m (x) cosmy. 

[Man bemerke an dieser Stelle dass P^(x) für y= —1, also 
für x=t — 1 unendlich wird; es entsteht nämlich der Zähler der 
rechten Seite von (36,6) durch wiederholte Integration einer in 
den Grenzen ihr Zeichen nicht ändernden Function 

verschwindet also nicht, während für y = — 1 der Nenner gleich 
Null ist. Es wird hier ganz davon abgesehen, dass f£ durch Ent- 

wickelung von 

(a?-f cos <jp yx* — l)""" 1 
eingeführt wurde, bei der man übrigens x positiv annahm; wir 
reden vom Werthe des Ausdrucks (36,6).] 

Noch eine zweite Form läset sich für a m wenn m > n aufstel- 
len, indem man den Theil 

a-n-l 4"ö-»-2* + ö-n-3 ** + etc. 

von der Parenthese in (a) wie oben behandelt; dadurch entsteht 

dx p 

oder 



1.2.3...p.o»,,_p.t 



Tl(p) (x*-if+P+ l t dx> \(x*-l)" +i ) 
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und durch Vergleichung mit den früheren Werthen von a, +B+ i: 

( - 1 T~*~ l f V - 1 f <W"* = 



JZ(ro + fi)iZ(m-n-l) Sx^^- 1 ) 7 ( * 1} *7" 

l 

Die Entwickelungen dieses Paragraphen rühren von Jacobi 
her, der sie in der früher schon erwähnten Arbeit *) gegeben hat, 
welche den Ausgangspunkt für eine neue Behandelung der Kugel- 
functionen bildet. Die hier am Schluss gegebene Gleichung, welche 
die Beziehung zwischen zwei verschiedenen Formen der a enthält, 
hätte, wie wohl mit etwas weitläufigerer Eechnung, aus den 13 e- 
trachtungen des §. 34 und 35 hergeleitet werden können. 

Würde man x mit entgegengesetzten Zeichen genommen ha- 
ben, so hätte, weil dann im Allgemeinen } f x* — 1 gleichfalls das 
entgegengesetzte Zeichen erhält, die rechte Seite von (36) mit 
(— 1)* +1 multiplicirt und für x sein positiver Werth gesetzt wer- 
den müssen; wäre aber x = cos0, wo ya?*— 1 gleich isin0 gesetzt 
werden soll, so hätte man Air \n<.0 <« noch tp mit «-y zu 
vertauschen. Es kann deshalb von hier an in den allgemeinen 
Formeln immer ohne Nachtheil das positive Zeichen von x ange- 
nommen werden. 

Die Formeln (36) gelten noch, wenn auf beiden Sei- 
ten <p— it für <jp gesetzt wird, wenn nur t kleiner ist als 

lo eK/är)- (M - vergL s- 44 *) 

*§. 46. Der vorige Paragraph liefert aber nicht mehr eine 

Entwickelung von 

(x + cos (tp — it) yx*— l)~" _1 

wenn t die genannte Grenze überschreitet oder wenn die Bedin- 
gungen des zweiten Falles in §. 44 eintreten. Um die neue Reihe 
zu erhalten, die wieder in doppelter Form auftreten wird, setze 
man zuerst 

(a) . . . (a+coifo-i«) yi^)-- 1 = (Üz)* +l ((x+*y~l)—\ 

(* = >^le ,+ '*'); 

•) Crelle, Journal f. Math. Bd. XXVI: Ueber die Entwickelung etc. S. 88. 
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dann giebt (a) eine Entwickelang von der Form 

2-+ 1 (az~ 2 *- 2 + a, »- 5 — 3 + a t »-*•-*+ etc.) , 
wo offenbar a = 1 , und nach dem Muster der vorigen Paragraphen 

_(2« + 2)a = g, ~(2»+3)a J =^, etc. 

gefunden wird. Da für x = 0 die Entwickelung noch gelten muss 
(Anmerk. des §.44), so wird für x = 0 

aal, o, = ^p, fl 4 = ^* + ^2 +2 ^ etc * 
a, = a 3 = <z 5 = etc. = 0 
also 0=1, a, = — (2n + 2)Jdx, etc., allgemein 

d. h. a M ist eine ganze Function von x vom Grade m und von 
der Form 

a m = ca;" 4- c t x*- s +c 4 af | - 4 + etc., 

so beschaffen, dass der m ,e , (w — 2) te , (m — 4) te etc. Differential- 
quotient nach x fttr aj = 0 sich in (— l) m 7I(2n +»*-}- 1) multiplicirt 
resp. mit 

1 w+1 1 (n+l)(*+2) 1_ 

n(2n+l)' 1 'lI{2n+3)' 1.2 '/7(2w+5) 6 C ' 

verwandelt Daher wird 

^-t- 1 ' jr(2»+i)iTw v* + 

Mm-l) m(m-lHm-%)tm-3) 4 \ 

2(2»+ 3) ^ 2.4(2n+3)(2n + 5) T " B '/ 

Führt man also, entsprechend den *ß, eine Function >Q durch die 

Gleichung 

(37) ... ^ {x) = x 

(n + m+l)(it+m+2)(fi+»+3)(ii + iit+4) 

2.4(2»+3)(2»+5) " hetC * 

ein, es mag ?/t positiv oder negativ sein, (nur muss wegen der Con- 

vergenz so lange — »— m— 1 negativ ist, x>l werden), so entsteht 

„ _ / JI(2n+m+l) 

aM ~ ( "" 1} n(2n+l)Il{m) *W» 
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und die Entwickelung 

(37 ' fl) -" co.( V -•#> ys^fy^ 

e-(»+W+'» 2w+2 e-C»+ 2 X'+'» . 

(2 B +2)(2n+3) > ^Xi4») 
+ 1.2 ( > /?ZT) B+3 W 
Eine zweite Entwickelung derselben Grösse erhält man, in- 
dem man 

f = jx x — 1 

rr -f cos (9 — tf) 1 = ^"^1. — ~ 

macht, und nach aufsteigenden £ ordnet, wodurch eine Reihe ent- 
steht, die nach absteigenden z fortschreitet. Es wird dann dieselbe 
Grösse, welche auf der linken Seite von (37, o) befindlich ist 

= r +1 ((*+ö , -ir- 1 

x % — 1 

Setzt man nun für J seinen Werth — - — , und vergleicht das, was 

in die gleichen Potenzen von % multiplicirt ist, so findet man als 
Factor von »-»-i ' m der ersten Reihe a m , in der zweiten 

JI(ff») dx" { ' ' 
Entwickelt man (x*— l)"*" 1 in eine Reihe und differentiirt diese 
mfach, so verwandelt sich vorstehender Ausdruck in 

(-l) m JI(2»»-f-ffl-f 1) cy. ^H+m+l 

so dass als Resultat der Vergleichung beider Entwickelungen un- 
serer — (w+l) ,eM Potenz entsteht 

(37, b) ... &L P [x) = & p (x).(x*-iy, 
vorläufig wenn p>w; später zeigt sich, dass diese Gleichung, 
welche der auf §.117 für $ entspricht, noch gilt, wenn auch p <». 
(Man vergl. noch §. 50 und 51, p. 141.) 

§. 47. Die Formel (35) gab so lange m<», für PI einen 
Ausdruck durch ein Integral; einen zweiten liefert (36), da auch 

He lue, Handbuch d. Kugelflincüonen. 9 
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in dieser die PI als Coefficienten einer trigonometrischen Reihe 
auftreten; durch Gleichsetzen derselben entsteht eine Beziehung, 
die als Erweiterung der Formel (6) angesehen werden kann, welche 
die Doppelform für P n enthielt. Man findet nämlich sogleich 

(38) ... 2nK(x) = 2*. n{n +™]* [i ' l ~ m) r \x+conq>fö=i)\o*mq>d<p 

llyin) */ 

, m 1.2... n r 7t Qosmcpdy 
~ ( ~ > ■l.3...(2if-T)/ (x + cos^}/^^!)^ 1 

mit den Bedingungen m < n, und dass der reelle Theil von x po- 
sitiv, nicht 0 sei. Ist m > n, so hat man nur einen Ausdruck für 
PI, der wegen einer Anwendung auf einen speciellcn Fall hier 
noch besonders angeführt werden soll; aus (36, a) folgt nämlich 

n \ p»m _ (- l ) m _» P" cosmqprfy 

(W,oJ... M*)- Tw •i.3...(2 W -1)/ (x + cos^^Tir 1 

= * - N -F( — w, ~m—n, —2n, — ), 

/j« — 1 ^ 
wo y = — 5 — , und yy{\+y) das Zeichen von yx % —l hat. 

<* Diese Ausdrücke lassen sich noch verallgemeinern; bezeich- 
net nämlich f(x) eine solche Function von x> die sich für alle % 
der Form <)p — it, wo reell ist und sämmtliche Werthe von 0 
bis 2n annimmt, und / eine reelle Grösse vorstellt, in eine Reihe 

4 c o + c i C08 X + c t cos 2 # + etc - 
entwickeln lässt, also auch für % = <p — yj — it, wo auch tf; reell 

ist, so wird einerseits 

nc m = j f(q>)cosmq>dq>, 
o 

andrerseits 

30 
OB 

+2c m sintnrp sinw (V+»0> 

daher 

!cosj»(^+t/)J „ 7n lcoBm(p\ 
oder > = / f(<p — V — «*)• \ oder > 
sini»(t//-H0' u IsinmyJ 
Setzt man den früheren Werth für c m ein, so erhält man 
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Da wir eine solche Function fix) in der n tvn und — (n-\-iy* a 
Potenz von (x+ cos* ya?' — 1) besitzen, so lassen sich die Gleichun- 
gen (38) und (38, a) durch folgenden Satz erweitern: 

1) Es ist bei positivem n 

(38,6) . .. J* (x+ cos((f> -y/ — itrfx*— l) n cosm(pd(p 

Cl 

= cosm(t//-|-i7) / cosr/> \x f ~ l) cos mcpdy, 

o 

(a: + cos — 1/;— if) yx' — 1 )" sin wqp <ty> 

= sin »i (y-HO/ -f cos 9 )V— 1)* cos <fy. 
u 

2) War y und / reell, letzteres nicht negativ und 

'<>«**(} j=r); 

war ferner der reelle Theil von a? positiv, so hat man 

(88| *)... coa^*, 

(ar-f-c08(<jp-V — 1) M 

= cosm(V-r U)f coswyrf^ 

•jf (x-j-cosy ya?*— 1) + 

(38, ö) . . . j ^ + ^ (y ^ini)-' 

vr (/ (a:+cos7)ya: , -l)- +1 

Endlich folgt durch die gleichen Hulfsmittel noch aus §. 46 

3) Ist der reelle Theil von x Null oder positiv, 
so wird 

(38, e) . . , -k- — , . . , d<p 

i /* 7n sin nup 

~¥+*nJ + cos (9 - yt - it) ^-l 9 

- f _n ff(»+») OUW ....„„y. 

v ' JI(2*+1)JZ(»— n— 1) (ySTZI)" ' 

9* 



Digitized by Google 



132 I. Theil. Viertes Kapitel §.47, 88. 

wenn m>n, und t > logilf(|/|±l). Ut m <„ 80 werden 

beide Integrale 0. 

Die Formeln 38, b und c sind als Re* mltat einer imaginären 
Substitution für die Veränderliche q> in dem Integrale für PZ 
zu betrachten, und in so fern auch mit denen des §. 42 zusammen 
zu stellen. 

Setzt man im besonderen Falle n = 0, so erhält man die merk- 
würdigen Formeln, welche Jacobi *) entwickelt hat. In diesem 
Falle sind nämlich die Werthe der vorkommenden Stücke: P! = 1. 
ferner nach (36, b) 

m 

P* = y m = 

~ m 2m ' 

Hieraus findet man fUr 

1 f 2n coswiqprfqp 

2 */ + cos (9 - 1// - it) ix^l) ~ m ' 

2*/ r> 



smmcpdcp 

An 



■f cos (9 — 1^ — t^)]/a: , — 1) 



folgende Werthe: Im ersten Falle, t < logjtf(y^ii), ist 

m 

ff 0 = 1, fl» = (_i)-(|=l) s cosm(V)+j , ); 

m 

K 0 = 0, K a = (-l)-g=j) Ä aiii«i(v+«). 

Im zweiten Falle, *>logWf±i, wird 

» a: — 1 

#o = * o = 0, 

u _ (-ir~ A ^+ir-(a:-ir tol 

— (y;r=i)- — 

*) Crelle, Journal f. Math. Bd.XXXII, S. 8: Uebcr / ^ 

J l—Acostp—lisinw 

0 

Bei der Vergleichung der Resultate achte man darauf dass dort im letzten Ab- 
sätze die Werthe von D und D' durch einen Druckfehler vertauscht sind. 
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Jacobi betrachtet am ang. Orte dieselben Integrale in der 
Form 

/ 7n co9tn(pd(p f* n tnumtpdcp 

1 — AcOB(p — Bs'mcp ' J 1 — ilcosqp — BeHny' 

und setzt 

(er) . . . A ss a-fo,t, 
(ß) ... B = 6 + 6,1. 
In unserer Bezeichnung ist 

( r ) ... - i 4=J^=lcos(V/+t/), 

x 

Die Unterscheidung der beiden Fälle stellt sich bei Jacobi so, 
dafs im ersten Falle 

(t) ... (06,-0,6)» <a:+6f, 

im zweiten 

(0 ... (06, — o 4 6) f >o;+6;. 
sein muss. Bei der Verglcichung der Bedingung an den beiden 
Stellen, die nur in der Form verschieden ist, wird man erkennen, 
dass unsere Bedingung für t mit der M(C) <C 1 resp. > 1 bei 
Jacobi übereinstimmt, die der Meister in die oben angegebene 
Gestalt gebracht hat. 

Es soll nun nachgewiesen werden, dass die Bedingung 



mit (f) oder resp. (£) übereinstimmt wenn x und t mit A und B 
durch (y) und (Ö) verbunden sind. Aus diesen beiden Gleichun- 
gen folgt 

— = tfi-A'-B* 

wenn die Wurzel rechts mit positivem reellen Theile oder wo ein 
solcher fehlt mit einem bestimmten, uns hier gleichgültigen Zei- 
chen genommen wird. Bildet man 

(r)-(3)i=-{A-Bi) 

so entsteht rechts 

x 
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so dass die ursprüngliche Form der Bedingung (?) sich in 



oder 

A-Bi 



verwandelt. Die Grösse auf der linken Seite, von welcher der 
Modulus zu nehmen ist heisse C. 
Setzt man nun 

yi~A t —~F i = p+qi 
wo p jedenfalls eine nicht negative Grösse bezeichnet, so hat man, 
indem man statt der Moduln die Quadrate derselben, die Normen 
nimmt, und zur Abkürzung 

J = {ab l — a { b) 

setzt: 

N(A+Bi) = a*+a\ + b % + b\±2j t 
A'+B'^l-ip+qi)*^ (1+p + giKl-p-gi), 

also 

(a* + aJ+6»+6;)'-4^ t = (l + p a + g 2 )*— 4»'. 
Hieraus folgt, dass , die Ungleichheit zugleich mit 

besteht; addirt man noch 

hinzu, so entsteht hieraus 

iV(yl-Bt)$(l+p) ^ + 9 , 
$N(l+p + qi) 

d. h. M (C) $ 1 , so dass die ursprüngliche Ungleichheit (?) gleich- 
bedeutend mit ist. Um die schliessliche Form von Jacobi 
zu finden benutzt man die Gleichungen 

p l -q* = i + 0 ;+*; — a 1 — 6 1 
— pq = aa.+bb, 
aus denen sich auf der Stelle durch Ausführung der Multiplication, 
welche die linke Seite andeutet 

(J>+q>) (A»-p*) = J'+J> (a'+b>- a]-b])- («• + b>) (a] + b]) 

= (J> + o>+b>)(J'-a>-b]) 
ergiebt. Vorstehender Ausdruck zeigt, dass J $ p gleichbedeutend 
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mit d* $ a) + b\ , vollständig dass 

gleichbedeutend mit 

ist, was nachzuweisen war. 

* §. 48. Die Formel (38) des vorigen Paragraphen kommt 
zuerst, in einer nur unwesentlich verschiedenen Form, bei Euler 
vor; die Untersuchungen ilber den Zusammenhang der beiden In- 
tegrale welche die Gleichung verbindet, hat ihn an verschiedenen 
Stellen beschäftigt. Nachdem er bereits im 6 ten Kapitel der Sectio I, 
Vol. I, no. 290 seiner Integralrechnung die Beziehung zwischen den 
von q> freien Gliedern in der Entwickelung der beiden Ausdrücke 
(l+ncoscp) v un< * ( 1 +«cosqp)~ > '~ 1 nach trigonometrischen Reihen, 
und damit unsere Formel für »1 = 0 bewiesen hat, giebt er im 
vierten Supplement zum b Wn Kapitel (im 4 ,<?n Bande der Integral- 
rechnung) §. 21— §. 112 das von ihm errathene Theorema maxime 
memorabile circa formulam integralem 

cos ).q>dcp 



(l+a t — 2aco9g>) H+v 
erst §.83 geht er an den Beweis dieses theoreraatis insignis per 
conjecturam eruti. (Dass dies Integral sich nur ganz unwesentlich 
von unserer Form der PI unterscheidet, lehrt der Augenschein.) 
Legendre beweist den Satz in den Excrcices T. I, p. 376; man 
vergl. auch T. II, p. 274 und Traite* des fouetions elliptiques, T. II, 
Appendice, Section premiere. Endlich hat Jacobi im I5 ten Bande 
des Crellc' sehen Journals*) einen sehr einfachen Beweis gegeben, 
der zum Zwecke einer spateren Verallgemeinerung hier reproducirt 
werden soll: 

Es sei m eine positive ganze Zahl, < n wenn n ganz ist, sonst 
von beliebiger Grösse. Es lässt sich alsdann das Integral 

(x+cosg) yar— l) cosmg>dcp, 



*) Formula transformationis integralium definitorum, p. 9. Die oben auseinan- 
dergesetzte Methode benutzt Jacobi erst im 26**» Bande des Journals. 
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welches in diesem Paragraphen J n oder schlechtweg J heissen mag, 
durch die Formel (26) für sin mq> transformiren. Macht man näm- 
lich cos<jp = w, so ist nach derselben 

m Ä d tt — iV 1 * 1.3.5. ..^m-l)' 

also 

cosmy^^Ä — ((l-w«) 2 Jdw. 

Setzt man diesen Werth in / ein, so geht es in ein Integral von 1 
bis —1 nach u über; integrirt man hier durch Theile, indem man 

2m -1 



jedesmal die Anzahl der Differentiationen von (1 — u 1 ) 2 um eine 
Einheit verringert, und bemerkt, dass jedesmal der von der In- 
tegration freie Theil für die Grenzen +1 verschwindet (da (1— w*) r , 
wenn * irgend eine positive Zahl bezeichnet, weniger Male nach u 
differentiirt als die grösste ganze Zahl unter z angiebt, für x = + 1 
gleich 0 wird), so entsteht nach m solcher Operationen 

Jn = ( _ yscn,-* . j^-f'^+u j/^rnr ~(i- u^du f 

oder, wenn wieder für ti sein Werth cosy gesetzt wird 

^ (x'-i r* II(n-m) r f n , , . 2m 

(—1) n J »=J (B + coB<pyx*—l) sin <pdq>.' 

Hätte man in derselben Art J- n -\ behandelt, so würde die linke 
Seite der neuen Gleichung 

(x f -ir im n(n) 
k ' n(m+n) 

geworden sein, die rechte 

i n Bm 7m q> dq> 



J- 



»-1 



Diese stimmt mit der rechten Seite der vorigen Gleichung überein, 
wie man sogleich einsieht wenn man die Substitution des §. 8 an- 
wendet, vorher aber in der Gleichung welche J n enthält q>s=n — tj 
setzt, wodurch ihre rechte Seite in 

\x- cos? yp3i)"-" 8m 2m l?( fy 

'0 



/ 
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Übergeht. In der That, nachdem 

x — cos 17 1 = ■ — . — , 

x-\~cosq> yar— 1 

sin q> 



sin 17 



£-f-cosqp y^a?' — 1 
dp 



a?-f-cosg> l/z*— 1 
gemacht ist, verwandelt sich das Integral in 

sin 2m <jpdgp 



«jf (x+cos<jp y^^i)" +1 

Die Vergleichung der linken Seiten liefert dann 

w JT(n — m) i7(n ) 

also die Beziehung zwischen den beiden Integralen, welche in (38) 
enthalten ist, und zwar hier für ein beliebiges, positives oder ne- 
gatives, ganzes oder gebrochenes n, da die Substitution nach §.8 
auch noch in diesen Fällen anwendbar bleibt, wenn nur die n ten Po- 
tenzen wie daselbst in der Anmerkung bestimmt sind. 

Anmerk. Dieselbe Methode zeigt, dass eine einfache Beziehung 
zwischen J H und J- n -i noch besteht, wenn dem einen Integrale statt 
0 und n beliebige Grenzen q> 0 und g> if dem andern solche welche 
den Substitutionsgleichungen entsprechen gegeben werden. 

§. 49. Es ist leicht, eine Differentialgleichung aufzu- 
stellen, welche der fiir P" ähnlich ist, und welcher genügt. 
Man gehe dazu von dem Ausdrucke dieser Function durch <ß£ in 
(34, a) aus; ty» ist im wesentlichen der m te Differentialquotient 
von °d er von F\ letzteres gleich » gesetzt genügt der Dif- 
ferentialgleichung (9), also nach §.34 sein m ,er Differentialquotient, 
gleich * m gesetzt, der Gleichung (25) 

(a) ... (l- x t )^-2(m+l)x^ + (n-m)(n+m+l)z>»==0. 

Dieser Gleichung muss daher z m = $i(a?) genügen; da ferner 

p; = (V?=Tr«p:, 

so wird, wenn man für z m als neue Veränderliche 

(6)... y = ()^=ir*- 
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betrachtet, eine Differentialgleichung für y entstehen, von der ein 
particuläres Integral y = (x) ist. Führt man die Kechnung aus, 
so ergiebt sich 

(39)... (l_*yg_2*(l^ 

Die Eigenschaften der Integrale dieser Differentialgleichung sollen 
nun durch directe Behandelung der Differentialgleichung selbst näher 
untersucht werden, da eine Anzahl von Aufgaben auf dieselbe fuhrt; 
es wird sich zeigen, wie durch diese Methode die Hauptbeziehungen 
der P„ sich ohne Hülfe der Formeln ergeben, durch welche wir sie 
in diesem Kapitel aufgefunden haben, so dass man zwei Methoden 
besitzt, deren Werth sich nicht wohl vergleichen lässt. 

Man denke sieh also die Gleichung (39) vorgelegt, ohne dass 
man auf dem oben angezeigten Wege zu ihr gelangt wäre. Es ist 
zunächst klar, dass im besonderen Falle m = 0, (39) sich auf die 
Differentialgleichung (9) der P" reducirt; wird durch 

(b) ... y = (j/pZI)-»*-) 

eine Grösse s< m > eingeführt, so genügt *( m) der Gleichung (a); man 
findet ferner, dass eine Function z m , welche durch die Gleichung 

(c) ... y = () / x , -l)- m s m 

definirt wird, immer 

(d) ... (l^x t )^+2(m-l)x^ + (n-m+l)(n + m)z m ^0 

genügt, die sich von (a) nur durch das Zeichen von m unterschei- 
det, und mit (25, a) im §. 35 übereinstimmt. 

Ehe diese Gleichungen, zunächst nach den Prinzipien der §. 34 
und 35, weiter untersucht werden, wollen wir einige andere For- 
men derselben angeben, in ähnlicher Art wie es §.12 mit (9) ge- 
schah. Durch Einführung von x = cos0 geht (39) in 

(39,«) ... 0 + cotgö| +(»(»+ l)_-^L) y = 0 

über; durch die Substitution g = i ^x % — 1 in 

(39,6) ... + + (»(»-M)-£> = 0. 

Ferner entsteht eine bemerkenswerthe Form der Gleichung durch 
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Einführung der schon oft angewandten Veränderlichen J, wo 

in (a) und (d). Hierdurch erhält man 

(40)... + 

-(» + f»+l)(n-m)(£ t -l)*'* = 0, 

(40, «) . . . P(V-l)^-2UmWm-l)i 9 )^ 

-(«-fw+l)(«+m)(^— = 0; 

der Vollständigkeit halber können noch die beiden Gleichungen 

z m (l' ,m 
(40,6) ... -^r4-(2w+l)cotgÖ-^-4-(«-w)("+'" + l)5 m = 0, 

(40, c) ... ^-(2«-l)cotg^ + (fi+»i)(»-iii+l)»» = 0 
hinzugefügt werden. 

■ 

§. 50. Hat man das vollständige Integral der Differentialglei- 
chung für s m und für z m , so erkennt man aus den Betrachtungen 
des §.49 sogleich, dass zwischen ihnen die Beziehung 

(a) ... z m = {x l — lfsr 
besteht, so dass also eine neue Verbindung der Integrale *" 
und & m gegeben ist, auf welche der Verfasser (Crelle XXVI, 
Anmerk. 1 ) aufmerksam machte. Um die Betrachtungen nicht zu 
weit auszudehnen, soll in diesem Paragraphen nur ein Boicher Werth 
für m genommen werden, welcher n ist. Dann folgt aus §.34 
vermittelst des allgemeinen Werthes von s° durch m fache Diffe- 
rentiation der allgemeine 

(6) ... z m = a [-b I —-, 

K ' dX H + m % (tf B — 1) + 

wo a und b willkürliche Constante bezeichnen; den mit b multipli- 
cirten Theil kann man auch nach §. 35 durch 

(c) ... ^"( (x ^ ir r äx x 

ersetzen. Durch i» fache Integration folgt ferner aus §. 35 

«... — ^^"^--(«..-„y"^). 
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Aus (6), (c), (d) verbanden mit (a) liest man nun zunächst die 
Gleichung (32) ab, wenn man bedenkt, dass die mit er und a multi- 
plicirten Grössen ganze Functionen von x sind, die mit b und ß mul- 
tiplicirten für x = oo verschwinden. Die Constantenbestimmung 
geschieht wie früher bei ähnlichen Gelegenheiten durch Verglei- 
chung der höchsten Potenzen von x. Es entsteht zweitens die neue 
Gleichung *) : 

1 d n ~ m A (x*-l) m d H+m A m 
n{n — m) dx H ~ m ~~ II{n+m) dx*+ m 5 

A = (x x -l) n f* T , (ro < n). 

Nach der Methode von Abel welche im §.31 erwähnt wurde 
läs8t sich aus einem Integrale von (39) z. B. aus Pm(x) ein zwei- 
tes Qm durch eine Integration ableiten. Man findet nämlich durch 
dieselbe mit Fortlassung der doppelten Indices 

<••-"£('£-»£)- ('2-»S. 

also 

2.= /*" <fa 
p -y (?(«))•• 

Bestimmt man c gehörig durch die Festsetzung dass 

*-+ 1 0:(a?) = l > (* = oo) 
sein soll, so wird c = 2n+l also 

Q n m (x) = (2n+l)PZ(x)/ — 

i {x x -l){K{x)y 

§. 51. Es sollen jetzt die Integrale der Differentialgleichungen 
des §.49 in Reihen entwickelt werden. Fürm = 0ist die Ent- 
wickelung schon im §.22, 27 — 29 ausführlich behandelt; hier wer- 
den nur die Reihen besprochen, welche bei dem jetzigen Stande 
der Theorie als die wichtigeren zu bezeichnen sind. 

1) Entwickelung nach absteigenden x. Benutzt man §.49, a, 
so ist klar, dafs man durch m fache Differentiation der für m = 0 
gefundenen Reihen die für s (m) erhält. Setzt man also, wie es 
Gleichung 34 nnd 37 geschah 

*) Bertram: Ueber Kugelf unctionen S.U. 



i 
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*- <*> = *"~ r&=T) * + etc - 

= * '+ 2^+3] * +etC - 

so ist 

da ferner $1«., D-m particuliirc Lösungen von §. 49, d sind, so 
mu8s auch 

*» = «r-* +/*o w -*. 

werden; folglich findet man auch für m « die Gleichung 

01«(*) = («•-lrOK«), 
die hereits §. 46, Gleich. 37, 6 für den Fall bewiesen war, dass m>n. 

2) Entwickelung nach absteigenden q. Die übliche Methode 
giebt als Integral von (39, b) 

Vergleicht man diese Lösung mit der vorigen 

y = a(|^ra)- ?:(*) + 6(|^^)"Q:(*) 
und bemerkt, dass die mit a und a multiplicirten Functionen für 
^ = oo selbst unendlich werden, die mit b und ß multiplicirten 
verschwinden, so ergiebt sich dass die gleichartigen Gruppen von 
Lösungen dieselben Integrale darstellen müssen. Hieraus folgt 

(^l)-r.(x) = (-0"e"K-^,-^, -~,<r>) 
(y^ro: ( *) = (-o-y-'^^f, 2±J±ü, *L±5, 

Während P"(a?) oder bei Legen dre und Laplace so- 

gleich als Function von x in Form der Reihe auftritt, welche schon 
durch (2) eingeführt wurde, so kommt die Zugeordnete PZ(x), die 
eine Lösung von (39), zuerst als nach q geordnete Reihe bei 
Laplace*) vor. Erst bei Legendre**) wird dieselbe in obiger 
Art als Produkt von (ya?'— l) m in eine nach x geordnete Reihe 

*) Memoiren Ton 1782, S. 141. 

**) Memoiren Ton 1789: Suite des recherches sur la fgure des planetes. 
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dargestellt. Dort deckt auch Legendre S. 432 einen Irrthum von 
Laplace an obiger Stelle auf, der, wie sich herausstellt, nicht alle 
Zugeordnete in die Betrachtung gezogen hat, sondern nur die, für 
welche n — m gerade ist (cf. §. G7). Das was die zweiten Integrale 
betrifft ist so weit nicht andere Urheber citirt sind von dem Ver- 
fasser, meist in den früheren, schon erwähnten Arbeiten hinzuge- 
fügt, indem erst die Probleme, die derselbe behandelte, eine Unter- 
suchung dieser Lösungen erforderten. 

3) Entwickelung nach absteigenden J. Da für jedes x die 
Grösse | so bestimmt wird, dass M{g) >; 1 , so wird man die Dif- 
ferentialgleichung für alle x durch Reihen integriren können, welche 
nach f absteigen. Dadurch ergiebt sich aus (40) 

«(*)«= (v7=i)-¥:(*) 

und 

= 2 .H(j_|)- r -- f (^, n+m+1 , »•+», r ) 

Setzt man x — cosd f und l — e io } so entsteht eine nach Cosinus 
und Sinus der Vielfachen von 0 geordnete Reihe; von den beiden 
Formeln für Ol bleibt jedenfalls (m. vergl. §. 29) noch immer die 
zweite convergent Der eine von den beiden Ausdrücken für PZ t 
aus welchem der andere durch Vertauschung von m mit — m ent- 
steht, wird 

2"P;(cos0) = (2isin0f {cos (n-m) 6 + (n ~ m) cos (n-m-2) 6 

+ 1 . 2 (2tt-l)(2n-3) C0S ( n " m - 4) 6 + etc '( ' 

die Reihe so weit fortgesetzt, bis sie von selbst abbricht. Für 
m = 0 erhält man die Entwickelung von PJ, welche mit der von 
P" in §. 4, a bis auf die unterscheidende Constante übereinstimmt. 



Digitized by Google 



§.51, 40. I. Theil. Viertes Kapitel. 143 

Für den Fall dass n — m gerade ist, hat Hansen*) dieae Reihe 
angegeben; man wird bemerken dass bei ihm N(n,fi), wenn B mit 

\n — 6 vertauscht und fi = — - — gesetzt ist, bis auf einen con- 
stanten Factor mit unserer Reihe übereinstimmt; die Coefficienten 
von den Cosinus der Vielfachen von 6 möchten hier eine etwas 

einfachere Form erhalten haben als an jener Stelle. 

1—x 

#4) Entwicklung nach aufsteigenden — — • Im §.4 wa- 
ren für P* auch Entwicklungen nach Potenzen von sin£0, etc. 
aufgeführt; unsere Differentialgleichung gestattet, auch für P« solche 
Ausdrücke aufzustellen. Führt man in (a) und (d) des §. 39 für x 

die Veränderliche r> = ein, so verwandeln dieselben sich in 

d t it m dz m 
« , (l-« , )^+(»'+l)(l-2")-^ r + («-»")(» + '»+l)»- = 0 

•(i-»)^-(»-i)(i-*)^+("+*)(»-»+>)«. = o- 

Integrirt geben diese folgende ganze Functionen von t> als par- 
ticuläre Lösungen 

z m = F(m — n, t» + »4-l, f>) 

z m = v m F(—n, n+1, r). 
Die Gleichung (o) des §. 50, welche diese F unetionen z m und z m 
verbindet, ist nach gehöriger Bestimmung der Constanten 

(l — v) m F(m — n, m-h?i-fl, m+1, r) = F{ — n, w-f-1, c), 
während man findet 

%{*) - 8~ "gffl F(m-n, «+«+1, «.). 

Diese vierte Art der Entwickelung ist hier berührt, um die Formeln 
nicht unerwähnt zu lassen, welche Legendre zur Behandelung von 

j_ 1 f* n cos mcpdcp 
~~ (1+ a' — 2acosg>) ,,+1 

benutzte. Dividirt man in dem Integrale Zähler und Nenner durch 

(1 — a*)" +1 , und setzt y— = ar, = — |V— 1, so findet man 

*) Abhandlungen der König]. Sächsischen Gesellschaft der Wissenschaften 
su Leipzig, Bd. IV : Entwickelung der negativen und ungraden Potenzen der Qua- 
dratwurzel der Function r'-j-r"— 2rr'(costfcostf'+sintfsint/'cos./), S.845, no.4l. 
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nach (38) 

J (2a)" 1.3...(2„-1) 

(l- a % ) n+m+l 1.2... n * mW 

a* 

und setzt man den Werth für Sß, ordnet dann nach v = — ; i: 

l — o 

J= Il(m)Ilin) {1 - a *f+r F \- n > W+1 > m+1 ' "I^/ 

Dies ist Legendre's *) Formel, die Jacobi**) durch Anwendung 
seines Ausdrucks für sinrnd (§. 36) ableitet. Euler f) hat eine 
andere Form für dasselbe Integral benutzt, die nach Potenzen von 
a -Jx* 1 

— - — r= — oder von tang0 fortschreitet, während unsere 

1-f ar x 6 ' 

nach sin'£0. Diese Entwickelungen, von welchen man fUr m = 0 
bereits Proben hatte, verfolgen wir nicht weiter, und übergehen 
ähnliche, die sich sämmtlich als ganz besondere Fälle der allge- 
meinen von Kummer ft) betrachteten Umformung der hypergeo- 
metrischen Reihe ausweisen. 

§. 52. Nach den Pü kann sich eine Function f(x) auf doppelte 
Art entwickeln lassen; zuerst in eine Reihe 

/•(*) =Tä'K(x), 

irSO 

in welcher der dann zur Abkürzung hier fortzulassende Index tn 
festgehalten wird, zweitens in die Reihe 



f{x) = 2BTK{x), 

m— U 

in welcher dasselbe vom oberen Index n gilt. Um im ersten 
Falle die Coefficienten A zu bestimmen und die Einheit der Ent- 
wickelung nachzuweisen, hat man nach Anleitung des §. 15 nur 

J m = f l K(x)P*(x)dx 

zu untersuchen; man zeigt hier, wie §. 14, dass J = 0 wenn n 

*) Exercices T.II (no. 26), § 172. 

**) Crelle, Journ. f. Math. Bd. XV, S. 9. 

f) Institutiones Calculi integralis Vol. IV. Sappl, ad T. I, Cap. V, §. 98. 
ff) Crelle, Journ. f. Math. Bd. XV: Ueber die hyp^rgeometrische Reihe 

l+^* + etc. 
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und v verschieden sind, und findet ausserdem den Werth von J 
für v = *. 

Um das erste zu beweisen, leite man aus (39) die Gleichung 

fji^-^-'f;^ - 

ab ; zwei Integrationen durch Theile verändern das erste Glied der 
linken Seite so, dass n und v sich umtauschen. Da aber das so 
entstehende Glied nach (39) auch 

ist, so muss (n(ii-fl) — v(v+l))J = 0, d. h. J selbst 0 sein, wenn 
nicht n — v. 

Wird aber n = v, so folgt aus 34, b und c, dass 

JT(2fi)JT(2n) = f t d m+m (x t -'l) u d"(x B -l)" 
il(n+w)il(n-w) m y <te"+- ds— 

ist, und wenn man durch Theile integrirt, wodurch in beiden Aus- 
drücken unter dem Integrale rechts m sich in (w— 1) verwandelt, 
dass es 

_ Jl(2n)n(2n) 
~ JI(n+m — 1)JZ(» — m+1) 
wird, so dass man erhält 

r = (»+») , _ / . m (n+M)(n+m— l)...(n+l) 

(»-«+!) *- * A ' ( n - m+1 )(n-m+2)...n J » 

aber J 0 selbst ist (p. 118): 

2 

und das letzte Integral nach §. 14 gleich g^pj* Stellt man diese 

Ausdrücke zusammen, so wird 

Ut\ j - / ir 2 JZ(n-fm)JI(it~m) 

W *" -"" ( j 2*+l (1.3...(2n-l))* ' 
und 

m »\ a* ( i\- 2 »+l (1.3...(2n— 1))* /*» % / \ » 

(41,a) ... ,1 =(-l) — ^ 1 Jj^y WAWfc 

Dass J verschwindet wenn n und v verschieden sind, geht aus der 
Arbeit von Laplace in den Memoiren von 1782 no. 18 hervor, ist 

Heine, Handbuch d. KufetoiDcUoaea. \Q 
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§.63, 42. 



aber erst von Legen dre*) ausdrücklich gesagt, der auch J für 
den Fall n = v berechnet hat. 

Die Bestimmung der Coefficienten B gestaltet sich nicht eben 



für alle x nur dann verschwinden kann, wenn alle B Null sind. 
Setzt man zuerst a?=l so muss dazu B° gleich 0 sein, weil P it 
P t etc. verschwinden; dividirt man dann durch ^x % — 1 und setzt 
x = 1, so muss auch B l gleich Null sein etc. Man erhält dadurch 
auch ein Mittel, die B bei Entwicklung von f zu bestimmen, indem 



Aus p. 142, ad 3 ist klar, dass $1(1) nicht verschwindet. 

§.53. Um die recurrirend berechnen zu können, kann 
man passende Formeln durch §. 49, a aufstellen. Da *" = 
dieser Gleichung genügt, und 



so erhält man zunächst 

( n „ OT «l)( x «_l)^ ii(+2+ 2(m+l)a;¥ < . + ,-(«+»»+l)?m = 0, 
und beim Uebergange von den $ zu den P, (34, a) 

(42)... (n-^J)J£ +2 (*)+2(m+l)^ = 0, 

yX — 1 

wo m<», aber auch negativ sein kann, wie man einsieht, wenn 
man (32, a) d. h. die Beziehung jP_» = P u benutzt Auch für 
m = — 1 gilt diese Gleichung, und giebt dann die schon bekannte 
Relation Pi = P_i; will man sich der Formel zur successiven 
Berechnung bedienen ; so kann man von PI = (jfo Ä — -l)" und 
K-i = aj(^a? f — l)**" 1 ausgehen. 



•) Memoiren Ton 1789, S.483-4S5, no.42 und 43. 




ftl) = 2^(1) 
f(x)-B°% (x) 
ix^l 



für x= 1 gleich ß '??(!); etc. etc. 



^ = (»-*)?:+,(*), 
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VAnftei Kapitel. 

Zugeordnete Functionen zweiter Art. 

§. 54. In ähnlicher Art wie den P" werden auch den Q n Func- 
tionen zugeordnet, zu deren Einführung die Integralform am geeig- 
netsten erscheint. Durch zweckmässige Behandlung des Ausdrucks 

/ "(x -f - cos <p yx x —l) n cos nup dtp , 

dessen Zusammenhang mit i£ aus (38) zu ersehen ist, hätte man 
die wichtigsten Eigenschaften der letzteren Function ableiten, und 
zwar, ausser der augenblicklich klaren Beziehung zur Entwickelung 
von (x+costp^x*— l)" die Differentialgleich. (39) finden können, der 
das Integral genügt. Dies soll zunächst gezeigt und dadurch der 
Uebergang zu den Qm(x), den Zugeordneten zweiter Art ge- 
bildet werden. 

Man setze J, vollständiger 

J„(<p) = f 9 (x+ cos rpYx*— l)" cos mcpdq), 

x+coBtpyx* — 1 =r;. 
und findet dann durch Differentiation 

yx*—l — nJ m+ i = n^V- 1 j^y x x — 1 (cos mtp— cos <p cos (m -f 1) (p) 

•f* a> (cos <p cos mtp — cos (fn-f-1) tp) J <ty>, 

oder wenn mau zusammenzieht 

= njr*-* £sin (m-fl)qp ,}jx % — 1 -f # sin »lyj sin y (fy>. 

o 

Dieser Ausdruck ist eine Summe zweier Integrale; das erste und 
dann das zweite giebt nach Integration durch Theile resp. 

- f Bm(»+l)9+(»+l)S»+i* 

x tnx 

■ r» sin mtp -f -- J m , 



so dass man durch Zusammenstellen der Resultate findet: 
(a) ... - ^=^« = (m+«+l)^ + . 

- f (sin (m +1) 9 + ^— )- 

10* 
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Macht man nun <p = n und denkt sich n positiv oder wenn es ne- 
gativ genommen wird x nicht rein imaginär, (weil sonst r gleich 
Null werden kann), so verschwindet der von der Integration freie 
Theil, und man erhält für JZ(n) die Gleichung, aus welcher die 
Haupteigenschaften der jP£ sich leicht ergehen (m. vergl. §.56): 

w . . . yp=i -g- - ^5fL. j: = ; (v = »). 

Eine andere Form derselben Gleichung nämlich (</> = n) 

(c) ... •^((x'-i)"^y:) = (m+ n +i)( a! '-i)~ = ^"y; + , 

findet man aus (6) auf der Stelle nach Division durch (}^r*— l)"** 1 , 
und eine ©fache Anwendung der Formel (c) liefert (q> = n) 

==(m+»+l)(»»+»+2)...(m4-n+p)(a; t -ir" r 'j: + p. 

Die Behandelung des Integrals, welches durch Vertauschung von 
—(»+1) mit n aus dem eben behandelten entsteht, also von Jm*~ l ((p) 
stimmt mit der vorhergehenden genau überein; man hat nur in 
allen Formeln (a) bis (d) dieselbe Vertauschung vorzunehmen. Es 
entstehen also die Gleichungen: 

(.)... Jx'-i-te y=rTi J » 

= (f» - ») J^r 1 - (sin (»i+l) g> + y=j sinro?) 
für jedes 9; für <p = *i: 



w ... ^((x'-iHjr-) 



m+p 

-»-1 



==(m+p _l_„)( IB+ p_„)...(m- B )( ie «-l) « 
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Beispiel. Für » = — i erzeugt man au» 

dem elliptischen Integrale erster Gattung, durch Differentiation 
nach x vermittelst (a) und (o) 

co%mcpd(p 



o y'aj-fcosy yx*— 1 
§. 55. Man geht nun von den P zu den Q in ähnlicher Art 
über, wie es bei dem einfacheren Falle im §. 23 geschah, indem 
man für q> eine imaginäre Grösse it einfuhrt. Um auch hier die 
imaginäre Substitution zu vermeiden, behandele man wie / im §. 54, 
indem man sich n positiv und zwar vorläufig ganz denkt, hier 

cos mit dt 



cos« Yx^l)** 1 ' 
Lm(t) — j* (x — cosi* y* 1 — l)"cos mit dt. 



Setzt man für den Augenblick 

x-f costl y«'— 1 = o, 

so entsteht 



= (m — n)A' w+ l^-^(8in(w^-l)«+y^^=■ 8mm •0 , 

So lange m < n, wird daher der von der Integration freie Theil 
verschwinden, es mag übrigens m positiv oder negativ sein, und 
man erhält für i = oo die Gleichungen ß, y, J des vorigen Para- 
graphen, wenn man Jm*~ l mit 

(43)... — cosm ™. +l 

vertauscht. Bei (8) wird man nicht vergessen dürfen, dass m+p 
nicht n übersteigen darf, weil sonst K m+p die Bedeutung verliert. 

Vergleicht man L mit und leitet daraus die Gleichung welche 
§.54, a entspricht her, so findet man, dass der Theil, welcher (a) 
dort von (6) unterscheidet, für kein constantes, d. h. von x unabhängi- 
ges f verschwindet ausser t=0. An die Stelle von r dort tritt hier 
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a = (x— cosü fa*— l) 
auf; der erwähnte Theil würde also, da n positiv ist, verschwinden, 
wenn t so gewählt wird, dass a verschwindet, d. h. dass 

e*+e-* _ x 

Dadurch erhält f aber einen von x abhängigen Werth, und bei 
der Differentiation ^~ wird man nicht allein den Ausdruck finden, 

dj n 

welcher uumittelbar aus dem von abzulesen ist: jener Werth 
BL 

wird nur sein, wenn man mit Jacob i den Buchstaben d 

ax 

braucht um partielles Differentiiren anzudeuten. Der noch hinzu- 
SL m dt 



tretende Theil 



dt dx 

= (x — co&irfx* — l)*cosmt*.-^ 



wird aber 0, da t eben so gewählt ist, dass es a verschwinden lässt. 
Man erhält also wieder Formeln wie (6) bis (d) im §. 54, wenn 
man nur 1 mit — ^x* — 1 vertauscht, (indem aus Gründen der 
Zweckmässigkeit, die man durch Vergleichung mit §. 25 verstehen 
wird in L der Wurzel das negative Zeichen gegeben wurde). Setzt 
man also, (indem man t den besonderen Werth giebt, und in dem 
folgenden unter J, K, L immer nur die Integrale zwischen 0 und n, 

jx-\- 1 

resp. 0 und oo, resp. 0 und logV versteht) 

• x — l 

r^g, t 

(44) . . . L m = / \x — cos tu yx* — l)" cos miu du 

u 

so wird 

(6) ... i^=i^-j^L m = - (m+ „ + i)L„ +1 
W ' - d^C^'- 1 ) 2 L <") = -(«■+»-H)(* , -l) 5 



... r — "-*— — — — 



= (-l) p (m+n+lXw+»+2)...(m+n+pX« a -ir 2 
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es darf in (d) der Bachstabe p jede ganze Zahl bezeichnen. [#Fttr 

lx-\-l 

lo S\x~[ nenme man dieselben Grössen, welche dafür §. 25 und 26 

gesetzt wurden. Unter x kann wieder eine Grosse desselben Zei- 
chens wie dort, also im Allgemeinen von positivem Zeichen ver- 
standen werden, da der Fall des x mit umgekehrten Zeichen leicht 
darauf zurückgeführt werden kann. Dass n auch gebrochen sein 
darf, wird man wie bei früheren Gelegenheiten (§. 8, Anmerk.) 
auch hier beweisen.] 

§. 56. Sämmtliche Ausdrücke J, K, L (in denen die 
Integration zwischen den für jeden angegebenen be- 
sonderen Werthen ausgeführt ist), genügen der Dif- 
ferentialgleichung (39). 

Die mit den lateinischen Buchstaben b, c, d oder den ent- 
sprechenden griechischen bezeichneten Gleichungen der §§. 53 u. 54 
genügen zum Beweise; man führe ihn z. B. für die L. 

Da L m = L_„ so giebt (c) 

~((^-lf L-) = («-»-l)(a^-l)^l H -^>- 
Die rechte Seite dieser Gleichung ist aber 

m-l 

dividirt man sie durch (x % — l)"" 1 , verwandelt links L_ m wieder in 
L m , und differentiirt, so wird 

^[(,.-l)^-^( ( ,._t)\)]= (OT -n-l)^((a ! «-l)-^> 

Die rechte Seite ist, wiederum nach (c) 

(ifi— w l) (tn-\-n)(x* l) 2 L W , 
die linke, nach Ausfuhrung der Differentiation und Multiplication 

m 

mit (*•— 1) T , 

, , d*L , _ dL , y / ma?' \ 

Dies, vermehrt um (m-f »)(i» — n— l)L„ und dann gleich 0 gesetzt, 
giebt aber (39). 
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War n ganz und positiv und m ganz, so werden J« und K m 
nur so lange Integrale der Differentialgleichung (39) sein können, als 
m<n + l; denn ersteres verschwindet, sobald ro>» und für 
letzteres gilt (s. o.) nicht mehr die Formel (/?). Man hat aber 
noch immer wenn auch m>n, zwei offenbar verschie- 
dene Integrale von (39), nämlich J»""" 1 und L m . 

Ehe wir die J verlassen, soll noch angedeutet werden, wie die 
gefundenen Relationen (b) bis (d) auf die Werthe derselben füh- 
ren, welche sich in den vorigen Kapiteln bereits für sie ergaben: 
Jl n wird, wie aus dem Integrale ersichtlich ist, bis auf eine Constante 
fyx* — l) B ; macht man in §. 54, d 

m — — n, p = n-f /*> 
so folgt aus „ 

und eine ähnliche Formel für Jl h = etc. 

§. 57. Wir gehen nun zu den K und L über, welche den 
Gegenstand dieses Kapitels bilden, während die J nur als Mittel 
benutzt wurden, die K und L einzuführen und eine Methode für ihre 
Untersuchung zu verschaffen. Die Integration soll immer zwischen 

den besondern Grenzen 0 und oo resp. log y x ^ ausgeführt sein. 

Aus §. 55 folgt, dass K m derselben Gleichung (S) des §.54 ge- 
nügt, wie J m ; setzt man dort also K m für J m , macht dann 
m = 0 und schreibt darauf m für p, so entsteht 

(«)... r. = (- v /^rT)- JT ("-" > ) (m <„). 

Aus §. 56, d folgt auf gleiche Art für alle ganzen m 

(6)... L^i-i^lT^^, 

so dass alle K und L aus einem einzigen, K 9 oder Jk 0 abgeleitet 
werden. Es ist aber K 0 =L 0) wie man aus §.23 — 26 weiss, und 
jedes ist genau Q n (x) y wodurch man die Doppelgleichung für K m 
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und L m erhält 

(c)... (-1) CK* — i) -d^=n^=^ K * — müT Lm - 

Die Bezeichnung K und L für jene Integrale war nur eine vor- 
läufige; indem eine Function Q m eingeführt wird, drückt man beide 
Buchstaben durch den einen neuen aus. 

Eine zweckmässige Festsetzung für die Bedeutung des Buch- 
staben Q m wird man durch Vergleichung mit der von P« erhalten. 
Es war Pi gleich dem Producte von (^x* — l)"* und einer Reibe ?J£ 
deren höchste Potenz von x den Factor 1 hatte. Hier hat man, 
wenigstens wenn <c> 1 (m. vergl. (37)) 

(fj *•• JT(») 
so dass für x> 1, (^*~l) m CC gleich 

( 1} 1.2... (n+m/'* lj "55=" 
werden würde. Wir setzen deshalb fest, dass 



(45) 



ilw Z 150 cosmtfd* 

[n~m)J ( x + ( 



n(n+m) n{n~m)J ( x + C osit yx'-l)** 1 

sei, und zwar ist der erste Theil der Gleichung Definition, der 
zweite, so lange m < n, Folgerung aus (c). Aus (45) ergeben sich 
nun rückwärts die Formeln d, e, f, mit Hülfe von (a) und (6). 
Zwar weiss man in jedem Falle, welches die obere Grenze 

l°gVj~~][ ist; zwei Fälle sind aber als besonders einfach hervor- 
zuheben, erstens x reell und >1, in dem nichts weiter hinzuzu- 
fügen ist, und zweitens x rein imaginär = iy. In diesem Falle kann 
man die allgemeine Betrachtung so modificiren, dass man nur durch 
Integrale mit reellen Grenzen geht; es scheint dies aber eine tiber- 
flüssige Arbeit zu sein, nachdem bereits §.25 entsprechende Be- 
trachtungen bei einem später allgemein behandelten Falle (§. 26) 



Digitized by Google 



154 I. Theil. Fünfte» Kapitel. §.57, 45. 

vorkamen. Wenden wir sogleich die allgemeine Formel an, so wird 
nach §.26 jener Logarithmus =— tarccotgy; macht man dann m=— iv 
(und setzt darauf wieder u für c), wodurch die Grenzen 0 und 
arecotgy für t> entstehen, so wird das mittlere Glied von (45) zu 

j /»areeotgy 

(45,a) —jj^jj (x—co&u y x 1 — 1) w coshiii du ; (0 <arc cotgy <.\n) 

Tereinfacht. 

Fasst man Alles zusammen, so ist also die Doppelglei- 
chung (45), die sich für m>n nur auf eine einfache, die Gleich- 
heit zwischen den ersten beiden Gliedern reducirt, eine solche 
welche die Function Q»(x), die Zugeordnete der zweiten Art, mit 
den bei der Definition von Q* durch ein Integral erläuterten Mo- 
dalitäten einführt, und zugleich, wenn m<n, eine Transformation 
in ein zweites Integral liefert. Es ist ferner 

£C = (]fx^l) m Z&(x), 

wo Dl ftlr alle x nach Potenzen von x + ^x x — 1 geordnet werden 
kann, für x > 1 nach absteigenden Potenzen von x. Andere Eigen- 
schaften derselben findet man in den vorhergehenden Paragraphen. 
Ferner ist Ol ein Integral der Differentialgleichung (39). 

[»Aus (45) folgt, dass Ql(x) = {—l)** 1 Ql(—x) , ausgenom- 
men den Fall, wo x reell und <C 1. Aus (24) weiss man, dass es 
sich in letzterem Falle nur um die Beziehung von 



K * _ r °° cos m it dt 
J (x — cosityx*— j 



■1) 

zu 

coa mit dt 



»+1 



«jf (x+ cosit^x*— 1)" +1 

für den Fall x = cos0 handelt. Nach §. 24, 6 hat man 

K°-K Q =inP*, 

also mit Hülfe von (a) in diesem Paragraphen, nach mfacher Dif- 
ferentiation 

x . a . . . n 

Hat x andere Werthe ist aber positiv und nicht zugleich reell und 
grösser als 1, so gilt dieselbe Formel.] 
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Anmerk. Da man (* — cosi« \x % — l)* in eine nach Cosinus 
der Vielfachen von tu fortschreitende Reihe entwickeln kann (§.43), 
deren Coefficienten die Pm(x) ausmachen, so liefert der erste Theil 
von (45) eine eigenthümliche endliche Reihe fUr die 0l> deren 

Glieder aus Pi(x) bestehen, in deren erstem log erscheint, 

x~— 1 

während in den übrigen nur noch Potenzen von x und }fx % — 1 
vorkommen. 

* §. 58. Wie im §.42, so ist auch in dem Ausdrucke für Ol, 
welcher die — (w+l) ,e Potenz enthält eine imaginäre Substi- 
tution gestattet. Verwandelt man das Integral, abgesehen von 
dem constanten Factor in (45), zunächst in 

c~*dt 



V (x+cost* 

so lassen sich hierauf dieselben Schlüsse anwenden, welche man 
§. 42 findet, indem an jener Stelle in der Anmerkung schon der 
Fall erwähnt wurde, dass im Zähler unter dem Integrale Bich eine 
ganze Function von e 1 von nicht höherem als dem n ,eB Grade be- 
findet. Bezeichnet % denselben kritischen Winkel welcher dort 
eingeführt wurde, so ist also 

SL (^ + C08(t(-V/))/^ T ^l) ,,+1 ~" v (»icOSiiyS^i)"* 1 ' 

wo das doppelte Zeichen so verstanden werden muss, dass das obere 
gilt, wenn — Vo<V , <Vo; das untere wenn if> 0 <\p<2n—%. 
Schreibt man die Formel noch einmal nach Vertauschung von tp 
resp. mit — \j) oder 2ji — \p, (was bei der linken Seite offenbar 
auf dasselbe hinauskommt), und bemerkt dass 

<r<dt e-*Ht 



^+cos(t/+V) i* x — ~m (*+ cos (il— y) y* , —l) Ä+I ' 

(zum Beweise setze man t = — u), so wird die erste Formel mit 
multiplicirt, die zweite mit e"">, als Summe geben: 



Z* 00 coBtnit dt r° er* dt 

(*+cos(«-V)l^ i=: l)" +l ~™* m J^ (x±cMviiJx r =i) u+l 
und als Differenz: 
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f* b\b mit dt = r* tr*dt 

Setzt man diese Werthe in (45) ein, so folgt für ein beliebiges tj: 



(46) 



— 



COSflt(i/— l?)<fy 



?+cos(tf — y) 

_ 7I(fi+i»)iT(n— m) , . k 

= , gw.i.»..Wi) 00M, <»-^g-W» 

wenn — Vo<V<V 0 ; zweiten Falle hat man als Factor von 
cosm(y — tj) auf der rechten Seite dasselbe multiplicirt mit cosmrc 
zu nehmen, und es noch um 

0 . 1.3.. .(2w— 1) _ t . 
2 '" l.2... n f -W 

zu vermehren. (Man vergl. p. 154.) 

Die bisher in diesem Kapitel entwickelten Formeln hat der 
Verf. zum Theil in seinen früheren Arbeiten, hauptsächlich im 
42 ,len Bande des Cr eile* sehen Journals, angegeben, zum Theil 
werden sie hier zum ersten Male veröffentlicht. Die Untersuchung 
des Integrals im §.54 ist, wenn auch weniger ausführlich und all- 
gemein, in des Verf. Inaugural- Dissertation enthalten. 

§. 59. N eumann hat auch für die Qm einen Integralausdruck 
geben, ähnlich dem für Q n im §.33, Welcher Bich in demselben 
Aufsatze findet der oben citirt wurde. Man kommt zu diesem Aus- 
drucke, indem man, unter der Voraussetzung M(y +Vy r ^l) grösser 
als M{x+ \x % — l) (m. vergl. §.41), die Formel 

wmal nach y differentiirt. Dadurch findet man 

(y— x) m+l 1 dtp 

und nach dem Satze über die Bestimmung der Coefficienten solcher 
Reihen 

F(x)dx 



■x) m+l 

Wird für die linke Seite ihr Werth aus §. 57, f gesetzt, so ergiebt 
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sich schliesslich 

Auch für die Q hat Neumann die Bedeutung des Buchstabens 
geändert, indem bei ihm 

- r l P n (a)da 
Q^(x) = (-irn(m)(l-xyJ { > 

wird, wo die rechte Seite der Gleichung unser Zeichen F* enthält. 

§. 60. Für die lassen sich recurrirende Formeln von dem- 
selben Charakter finden wie für die . Um sie nach der Methode 
des §.53 aufzusuchen geht man wieder von der Formel (a) des 
§.49 aus, der *• = Ol als particuläres Integral genügt Da dann 

-^jT = — (»+f»+l)CU + i, 

tl*r m 

' ^ = (»+w+l)(»+i»+2)CU +2 

wird, so findet man 

1) (n +m -f 2) D»+2 - 2 (m -f 1) x CL+i — (» — m) CU = 0 

und nach Multiplication mit (x*— l) 2 

(a) ... (»+m+2)0: +1 -2(«+l) T ^=0: +1 --(«-m)(?;==0. 

yx M — 1 



Man kann noch eine Keihe ähnlicher Relationen zwischen je drei Q 
aufstellen, die aus den Relationes inter funetiones contiguas stam- 
men, welche Gauss in seiner Abhandlung über die hypergeo- 
metrische Reihe aufgeführt hat. Einige findet man in des Verf. 
Arbeit im 26*** n Bande des Crelle'schen Journ. Anmerk. 4. 

* §. 61. Die unendlich entfernten Kugelfunctionen selbst wur- 
den im §.39—40 untersucht; an dieser Stelle soll über die ähn- 
liche Frage bei den Zugeordneten gehandelt werden. Hier wird 
aber die Anzahl der Fälle welche zu unterscheiden sind beträcht- 
lich grösser als früher, indem man zunächst, wie oben, nach der 
Grösse von x, genauer von Jlf(J) eintheilt, dann aber auch nach 
dem Verhältnisse des oberen zu dem unteren Index. Ist der erstere 
n unendlich, während m endlich bleibt, so wird man sich der frühe- 
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ren Resultate bedienen können, indem von F", Q* von Q* sich 
nur durch constante Factoren unterscheiden, die aus den JI zu- 
sammengesetzt sind, während die Ausdrücke der II für ein unend- 
liches Argument bekannt sind; auch wenn n — m endlich bleibt, hat 
die Betrachtung keine Schwierigkeit, wenn man sich für der 
nach | geordneten Reihen bedient. Da es bisher nicht gelungen 
ist, die Resultate für sämmtliche Fälle mit der Kürze abzuleiten 
und zusammenzustellen, welche ihrer (nach den bisher bekannten 
Anwendungen bemessenen) geringeren Wichtigkeit entspricht, so 
mag es genügen, wenn hier ausser dem Hinweis auf die in dem 
früheren Falle benutzten Methoden, nur noch erwähnt wird, dass, 
wie Jacobi in der mehrfach genannten Arbeit*) mittheilt, Le- 
gendre's Formel im §.51, ad 4 für ein unendliches m den Werth 
verschafft 

Jl(n) p n cosmytfy JT(fn+n) a m 

" J (l+a , -2acos<p)" +1 ~~ n{m) (i _ ö *)"+ l ' 

den man noch weiter transformiren kann, wenn für die JI die be- 
kannten Ausdrücke eingeführt werden. 

Sechstes Kapitel. 

Die Kettenbrüche. 

§. 62. In der Abhandelung über die hypergeometrische Reihe 

zeigt Gauss, dass der Quotient zweier hypergeometrischen Reihen 

F(a, /9+l,r+l,g) 
F(a, ß, y, x) 

sich in einen Kettenbruch von besonders einfacher Form 

1 

1 a i x 

1— etc. 

entwickeln lässt, in welchem die a gewisse Constante nach x be- 
zeichnen , die er auch angiebt. Wird im besonderen Falle 0 = 0, 
ao geht die eine Reihe in 1 über; vertauscht man noch f mit /— 1, 

*) Cr eile, Journal f. Math. Bd. XV, Transformation bestimmter Integrale. 
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so läaat sich also F(a, 1, y, x) d. h. 

a «(a-fl) t 

selbst durch einen Kettenbruch von angegebener Form darstellen. 

In der Arbeit: Methodus nova integr. valores etc. wird ein 
specieller Fall betrachtet, nämlich die logarithmische Reihe 



* Io g(f~l) = jrl + ? +etc -' 



also i- F(± } 1, JT" 2 ); welche daher einen Kettenbruch 

£ 



1— etc. 

verschaffen muss, der durch Entwickelung der einzelnen Brüche 
vermittelst Multiplication mit y noch traneformirt werden kann. 
Vertauscht man noch p mit x, welches man sich reell und > 1 
denken mag, so ergiebt sich aus den allgemeinen Untersuchungen: 
Es lässt sich 

x4- 1 

in einen Kettenbruch 

4 

(a) ... i 



a t 

x ! 



x — etc. 

entwickeln. Die Nenner der Näherungsbrüche und ebenso ge- 
wisse hierbei vorkommende Reste haben einen merkwürdigen Zu- 
sammenhang mit den Kugelfunctionen, den Gauss in der zuletzt 
erwähnten Arbeit entdeckt hat. Dieser Zusammenhang soll im 
Folgenden aufgesucht werden; man setzt hierbei die erwähnten 
Folgerungen aus allgemeinen Sätzen nicht voraus, und findet ge- 
legentlich die Bestimmungsstücke a des Kettenbruchs. 

§. 63. Es seien Z n und N» die auf gewöhnliche Art gebilde- 
ten Zähler und Nenner des n teB Näherungswerthes eines Ketten- 
bruchs, und zwar zähle man das n so, dass in dem Falle, in 
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welchem ein Bruch von der Form deB im §.62 am Schlüsse er- 
wähnten («) vorliegt, 

Zj = 1, Z t = x f etc. 
JV, =o?, N t = x % — a it etc. 
sei; man weiss, dass dann allgemein 

Z a = xZ^—i — o«_iZ».-2, 

N n = xN»-i — a„_iiV_i 
wird. Hieraus folgt sogleich, dass der Grad von Z„ und N u resp. 
»— 1 und n ist, dass ferner diese Functionen als Glieder höchsten 
Grades nach x resp. ac*" 1 oder x* enthalten. Endlich ist auch be- 
kannt, oder lässt sich aus den letzten beiden Gleichungen leicht 
beweisen, dass 

Z,iV,_i— Z.-iJV. m ... o»-i 

wird. 

Hängen Grössen Z und N durch die Gleichungen 
Z, =1, Z f = a?, iV, = x, N t = x* — a t , 
und für jedes n, welches grösser als 1 ist, ausserdem durch 

Z„ = xZ m -t — Oa.iZs.2, 

zusammen, so sind Z» und N m auch umgekehrt die auf gewöhnliche 
Art gebildeten Zähler und Nenner von dem n ten Näherungswerthe 
des Kettenbruchs 

1 

x -± 

x — etc.. ^ a»-i 

x 

Der Beweis folgt unmittelbar daraus, dass Z N und N n durch jene 
Gleichungen vollständig bestimmt sind, und dass man die Zähler 
und Nenner der Näherungswerthe des Kettenbruchs eben successive 
durch diese Gleichungen bildet. 

Kann irgend eine Function <p durch einen Bruch, wie (a) im 
vorigen Paragraphen, dargestellt werden, so ist <p der Werth von 

-~ für n s oo ; bildet man also eine Reihe von Gleichungen 
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~ JV.JV.+, ' 







z„ 


• 


JV.+l 


JV» 




Z»+? 


Z»+ 1 




JV.+* 





JV. +i JV» +2 

etc. etc. 
und addirt, so ergicbt Bich 

* - K = °' "« • • • °" CäjüT + SÄ + ctc, > 

Abgesehen von der Function y würde man jedenfalls finden, dass 
Z Z 

immer ^ ~- gleich dem Ausdrucke auf der rechten Seite ist, 

z z» 

wenn für » = oo eine Grenze hat, die durch bezeichnet wird. 
IV» iV* 

Beachtet man den Grad der hier vorkommenden Grössen, so 
folgt: Lässt cp sich in (a) entwickeln, so muss der n ,e Nenner 
JV» =» s"-fetc. so beschaffen sein, dass JV»<p — Z», nach absteigen- 
den x entwickelt, keine höheren Potenzen von x als die — (ji+1) 1 * 
enthält. 

Man kann die Form von Z und JV noch genauer bestimmen ; es 
enthält nämlich JV* nur Potenzen die mit n gleichartig, d. h. deren 
Exponenten mit n zugleich gerade oder zugleich ungerade sind, und 
Z„ enthält nur Potenzen von gleicher Art wie (n— 1). Für die 
ersten Z oder JV, z. B. JV, , JV, , JV, ist dies ohne weiteres klar, für 
die anderen durch die Recursionsformel 

JV» = a?A'«_i — a M ^iN M -i 
und durch diejenige welche den Z entspricht bewiesen: in der That, 
ist JV»__? gleichartig n — 2 also auch », und JV»_i gleichartig «— 1, 
so wird xN m -i gleichartig n; es muss also JV von der Form sein 

JV» = a^+c,a^- 2 -f-c 4 a?"~ 4 -|-etc. 

Z„ = a^+ÄtX^ + etc. 
Geht man nun zu JV»«y> — Z» (s. o.) zurück, so lässt sich das Resul- 
tat bestimmter fassen, wenn zwei Fälle unterschieden werden: 

1) Ist n gerade, so wird JV» nur dann der Nenner de3 « ,en 
Näherungswerthes eines Kettenbruchs («) sein können, welcher eine 
Function <p darstellt, wenn c 0 = 1 und 

Heine, Ha od buch d. Kugeltaaclioneo. H 
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(ö) ... N m = c 0 aJ"4-c t a^~ 2 +«"-f-c,,, 
wenn ferner in dem Productc g>N n die 0", — l ,e , etc. — n ,e Potenz 
von x fehlen. 

2) Ist n ungerade, so mnss (c 0 « 1) 

(6) ... iV.«*(c,a5— I +c t «- J +-+C- 1) 
sein, und im Producte qpiV» fehlen die — l 1 *", — 2*% etc. — »" Po- 
tenz. Diese Eigenschaft führt zur Bestimmung der Coefficienten c. 

Wendet man dieses nämlich, um zuerst die Gleichungen 

a?4- 1 

für die c aufzustellen, auf die Reihe q> = ^log an, 

x 1 

d. h. auf 

<P = «• , +-3-+ -y +etc. 

und bildet im ersten Falle die betreffenden Coefficienten des Pro- 
duetes N n (p, so sind alle Coefficienten von geraden Potenzen von 
selbst 0; die übrigen ad 1 erwähnten setze man gleich 0 und 
erhält dann 



3 1 5 «+3 
etc. etc. etc. 

4- -JLJ + . . . — ° — = 0, 



«—1 * * 2»— 1 
weil die Ausdrücke auf der Linken gerade die Factoren von x~ l 9 
af" 5 , . . . x-(*-*) in dem Producte Nrp darstellen. Es Bind dies genau 
£n Gleichungen, d.h. so viel wie Unbekannte c tf c 4 , ... c m vor- 
kommen. 

Im zweiten Falle wird 

<?*-i , c— s , c„ _ n 



3 5 » + 2 



= 0, 



5 ' 7 ' ii + 4 
etc. etc. etc. 

it ^n+2^ 2»-l 
eu setzen sein, und man hat i(n— 1) Gleichungen, so viel wie Un- 
bekannte c t , c 4 , etc. <v-t existiren. 
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Diese Systeme von Gleichungen sind zuerst von Gauss in 
der erwähnten Arheit über die mechanischen Quadraturen aufge- 
stellt und gelöst worden; er findet die Unbekannten durch ein nicht 
näher von ihm angegebenes Verfahren. Ferner ist von Jacobi*) 
eine Auflösung geliefert, welche hier mitgetheilt werden soll. End- 
lich hat der Verfasser **) die Systeme verallgemeinert, durch dircete 
Elimination der Unbekannten aufgelöst, und dadurch die Resultate 
von Gau 83 von der logarith mischen auf allgemeine hypergeome- 
trische Reihen tibertragen. 

Nach Jacob i löst man die Gleichungen und zeigt zugleich 
das s die Auflösung bestimmt ist, indem man zunächst die Auf- 
gabe durch eine andere ersetzt. Man sucht nämlich im Falle 

1) die Function N» von der Form (a) pag. 1G2, für welche 

J* l Ndx = J l fsxdx = J VxVx = etc. = f l fix*" l dx = 0 

-i -l -i -l 

wird; es ist das erste, dritte, fünfte etc. Integral offenbar das Dop- 
pelte der linken Seiten der ersten, zweiten, dritten Gleichung im 
ersten Systeme, verschwindet also, weil die c diesen Gleichungen 
genügen sollen, während das zweite, vierte etc. Integral 0 ist, weil 
diese Integrale unbestimmt genommen nur gerade Potenzen von x 
enthalten. Man wird die Function JV und zwar auf eine Art be- 
stimmen können (s. unten). Im Falle 

2) sucht man aus ähnlichen Gründen eine Function A~„ von der 
Form (6), für welcho 

f l Ndx = ^Nxdx = etc. = J* l Nx— l dx = 0. 
-1 —i —x 

Die Bedingungen in den beiden Fällen, dass eine Reihe ge- 
wisser Integrale verschwinden soll, kann man in eine andere Ge- 



*) Crelle, Journal f. Math. Bd. I: Ueber Gauss neue Methode, dieWerthe 
der Integrale n&hcrungsweiso su finden. 

**) Crelle, Journal f. Math. Bd. XXXII: Schreiben an Jacob i über Ver- 
wandlung von Reihen in Kettenbrüche, und Bd. XXXIV: Untersuchungen über 
die Reihe 

1+(l - 0(1 _v^ +etc> 

(1-9) (1— ql) 

II. Abschnitt; Bd. LVII: Ueber die Zahler und Nenner ton Kettenbrüchen. 

11* 
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atalt bringen, indem die Formel für die Integration durch Theil e 

J*udü = uv — ^cc/m 

wiederholt angewandt wird. Hier stellen 11 und v ganze Functio- 
nen von x vor; es lässt sich also unbedenklich, wenn de gegeben 
ist, ein solches e wählen, dass e für x = — 1 verschwindet, und u 
wird nicht unendlich. Daher hat man, bei so gewähltem e, auch 

/ude = uv — /edu; 
-1 -1 

setzt man nun u = x m , de = N, also e = J*Ndx, indem vorläufig 

N irgend eine ganze Function von x bezeichnet, später erst unseren 
Nenner, so wird 

(c) ... J*x m Ndx = x"^N dx — tnjx"- 1 dxJ^N dx, 



-1 1 -1 -1 

woraus für m = 0, 1, 2 folgt 

f Ndx 
. 1 -1 



-i 



fxNdx = xjNdx-Jhdx 9 

Jx*Ndx = x'jNdx-zJxdx/Ndx. 
—1 ~i -1 —1 

Die letzte Formel verwandelt sich durch die vorhergehende, wenn 

in dieser Jhdx statt N gesetzt wird, wodurch 

/xdx^Ndx = xjls dx*—jN dx 3 
-1 -1 -1 -1 

entsteht, in 

fx*Ndx = x f jNdx — 2o^Ndx*+2yNdx\ 
-1 -1 -1 -1 

Allgemein, wenn für alle m, von m = 0 bis tn = m, die Integrale 
überall von —1 an genommen, die Gleichung besteht 

Jx m Ndx = x m jNdx~all ) x^ l jNdx t +a^ ) x»- 2 Jti dx'— etc. , 
also auch nach Vertauschung von N mit jNdx die Gleichung 
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fsrdxjlidx == x~J % Ndx* — a { 2x m - l J % N<te i +a% ) x'*- 2 ^Ndx* — etc., 
so findet man nach (c) 

Jx»* 1 Ndx = x^ i jNdx—(m^l)arJ % Ndx t 

Mm+l)a ( »* ml jNdx s -(m+l)a^^ 

d. h. einen Ausdruck von derselben Form, wie der bis m = m gel- 
tende noch für m = m-\-l. Gelegentlich kann hinzugefügt werden, 
dass 

= «l?{i = (ro-f l)^ 1 *, == (m+l)«^, etc., 

woraus sich der Werth aller a ergiebt, nämlich 

ai;j.i = (w+l), 
Omfl = (w+l)m, 

a£}i = (w + l)aL 2) = (m + l)m(m- 1), etc. 
schliesslich auch 

fx m Ndx = x-fNdx — mx— l fNdx* 
-l -i -i 

-f m(ro — l)ar«-y^rfa; s — etc.±m(ro— 1) . . . ljNdx m +K 

Aus diesen HülfsformcJn sieht man, wie die Bedingungen 
ad 1 und 2 sich in die anderen umgestalten, dass 

J*Ndx, füdx\ . . . jNdx* 



-l -i -i 
für x = 1 verschwinden müssen; dadurch ist aber N bis auf einen 
constanten Factor vollständig bestimmt, welcher aus der Eigenschaft 
von JV, dass es mit x* beginnt, gefunden wird. Setzt man nämlich 

jNdx* = cp(x), 

so ist <p(x) eine ganze Function, ausserdem vom Grade 2n, da JV 
vom » ,en Grado war; ferner ergab sich dass q (1) = qp'(l) = etc. 
= ^""'(l) = 0, was sich so ausdrücken lässt, dass (p(x) durch 
(x— 1)" theilbar sein muss. Ausserdem ist noch rp(— 1) = (f f (— 1) = etc. 
= <p n — 1 (— 1) = 0, also <f>(x) auch durch (x-\-l)* f folglich durch 
(x*— 1)» theilbar, und als Function 2n ten Grades (p(x) = Ä(a? f — l)", 
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wenn k eine Constante bezeichnet. Hieraus folgt 

und daher bis auf eine Constante =P"(j?); es langt aber mit sc" 
an, so das8 genau der Werth von JV wird: 

JV.-JS(*). 

Z„ ist dann die ganze Function (n— l) ten Grades, welche durch Multi- 
plikation von P r * mit ilog( -) entsteht. 

§. 64. Ganz abgesehen von den Kettenbruchentwickelungen 
ist hierdurch genau bewiesen, dass eine ganze Function Grades 
N H = P ( " existirt, so beschaffen dass 

„ x+1 

in die Summe einer ganzen Function vom offenbar (« — 1)'*" Grade, 
Z n vermehrt um einen Rest S n zerfallt, welcher nur negative Po- 
tenzen von x von der — (n+l) ,en an incl. enthalt. Z„ und S u hat 
schon Gauss entwickelt, aber das erste in weniger übersichtlicher 
Form als die welche sich nach den Untersuchungen von Christoffel 
herausstellt. Benutzt man nämlich die Gleichung (23) 

äP*log^ = Ä"+0"(*), 

T 1.< 1» • i • *i 1.2... tl . _ 

und multiplicirt sie mit — — -r, so wird 

l . 6 . . . [zn — l ^ 

(a) ... *P ( >g^ = Z n +£,, 

wo Z n eine ganze Function von x ist, nämlich 

_ 1.2... ft /(2w-l) x (211-5) 3 \ 

Zb -i.3...(2»-T)V-T7 iT^ + 3(^T) P + et< V' 

Ö, •'~1.3...(2n-1) V, 
so dass, wenn h^°^ x _^ sich in einen Kettenbruch der verlangten 

Form entwickeln lässt, der Zähler des « ,rn Näherungswerth es Z n , 
der Nenner JV„ = und der Rest S n durch Kugelfunctionen aus- 
gedrückt worden sind. 
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Es bleibt noch übrig, die Möglichkeit der Entwickelung nach- 
zuweisen, und den Bruch selbst zu finden. Dazu fasse man fol- 
gende Bemerkungen zusammen: 

1) Nach der Gleichung (a) dieses Paragraphen unterscheiden 

sich ^loß^— und — nur um also wenn man sich wie es hier 

immer geschah, a?>l denkt, um eine convergente Reihe, welche 
mit der — (2n+l) ,en Potenz von x anfangt. Für n = oo werden 
daher beide Terme gleich, oder 



*>*0£i)-jjf. <— >■ 



2) Es sind die P durch eine Gleichung 

verbunden. Denn nach (16) ist 

nP•^(2n-l) ^ ^/^- 1 +(fl-l)P•" , = 0, 
also nach p. 118 

«... k-^+ ^-w_ 9) k*-9. 

Man erhält dadurch eine Gleichung von der vorerwähnten Form und 

n^__ . 

*" ~ (2n— 1) (211+1)' 
ferner ist Pj = x, Pj = x*-~i = tf'-a, . 

3) Multiplicirt man (b) mit 4l°g~^i wodurch jedes Glied 

pi 0 g_21- j n eine ganze Function und einen Best zerfallt, so muss 
x 1 

dieselbe Gleichung zwischen den ganzen Functionen (und zwischen 
den Resten) für sich bestehen, also hat man auch 

(c) ... Z n —xZ n -i+On-iZ»- 7 = 0. 



Z 

Aus (6) und (c) leitet man aber als Werth von ~ fUr jedes n nach 

Pu 

p. 160 den ersten Theil des Bruches (c) im §. 62 ab, welcher mit 

schliesst; es ist daher $log wirklich in einen Kettenbruch 

x x — X 

von gegebener Form entwickelbar, und der Bruch selbst, wegen 
des oben gefundenen Werthes von a», 
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* 1 1.1 

x 

1.3 

2.2 

X ~3l> 

3.3 

X ~b?i 

etc. 

Anhang« 

§. 65. Im Vorhergehenden sind die Eigenschaften der Kugel- 
funetionen einer Veränderlichen und ihrer Zugeordneten entwickelt. 
Es wurden hierzu zwei Methoden benutzt, von denen die eine als 
die ältere bezeichnet werden kann, nämlich diejenige, welche diese 
Functionen als Lösungen gewisser Differentialgleichungen betrach- 
tet. Man hat gesehen , wie eine Reihe merkwürdiger Eigenschaften 
durch diese Methode ermittelt wurde, die zwar auch auf andere 
Art sich ergeben, aber zum Theile weniger leicht oder weniger 
naturgemäss. Hätte man diese schon historisch berechtigte Me- 
thode übergangen, so würde eine bedeutende Lücke geblieben sein, 
indem z. B. bei Aufgaben der mathematischen Physik, in denen die 
Kugelfunctionen auftreten, gerade die Eigenschaft, dass sie die Dif- 
ferentialgleichung integriren, die primitive zu sein pflegt. 

Die andere Methode läset unsere Function als Entwickelungs- 
coefficienten auftreten, und ist vorzugsweise zur Darstellung der- 
selben durch bestimmte Integrale und besonders für die Q geeignet. 
Durch den Beitrag den sie zur Lehre der bestimmten Integrale 
liefert, besonders wenn die mit n bezeichnete Grösse aufhört ganz 
zu sein, oder wenn x imaginär ist, und wenn es auf sorgfältigere 
Untersuchungen ankommt, möchte sie, abgesehen von der Leich- 
tigkeit, mit der sie manche Fragen im Folgenden bei verhältniss- 
mässig geringer Rechnung liefert, nicht ohne Werth, und somit 
die hier gegebene weitere Ausführung dessen berechtigt sein, was 
Jacobi im 26 8,cn Bande des Cr eile' sehen Journals in seiner 
mehrfach erwähnten Arbeit mitthcilte. 

Die Function P" wurde zunächst durch die Entwickelung einer 
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Quadratwurzel eingeführt; die allgemeinere Form 

Sl z= (\-2ax+a l )- y 
hat schon Gauss in seiner Arbeit über die hypergeometrische 
Reihe untersucht. Entwickelt man dieselbe nach aufsteigenden a 
in eine Reihe 

Tc„a», 

so wird 



_ Il(v + n -l) ( n(n-l) *-» ■ 
" Jl(v-l)n(n) \ i( w +ir-i) 4 



n(n-l)(n-2)(n-3) x*^_ \ 
^1.2(»+v~l)(»+v-2) 16 V» 

es lässt sich also C, nach (28) vermittelst eines vielfachen Differential- 
quotienten darstellen. Um diesen in eine möglichst bequeme Form 

zu bringen , stelle man C m durch eine nach u = —5— fortschrei- 
tende Reihe dar, wozu man am leichtesten sogleich in Sl diese 
Transformation vornimmt. Dadurch wird 



0 

behandelt man diesen Ausdruck wie mit einem ähnlichen, der sin 1 — 
enthielt, im §. 4 verfahren wurde, so findet man 

im besonderen Falle v == \ die Reihe (c) des §. 4. Setzt man 
nun in (23) 

a = 0, 0 = 2v+l, 

so wird 

^ r _ JL »(H-i)...(H-n-i) rf" , y»-^ 1 

I* t " , ""i7(fi)'(2v-|-w)(2v+M-i-l)...(2v-f2n-l)dx«^ ; 

Diese Formel tritt zuerst in Jacobi's Abhandlung über die hyper- 
geometrische Reihe auf, und ist*) aus seinen hinterlassenen Papieren 
mitgetheilt. 

Gauss entwickelt Sl nach Cosinus der Vielfachen von 0, wenn 
wieder x = cos 6 gesetzt wird, in eine Reihe 

A + 2A k cos 6 + 2A t cos 20 + etc. 

*) Borchardt, Journ. f. Math. Bd. LVI, §. 6. 
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deren Coefficienten A zunächst in der Form des im §.48 erwähn- 
ten Euler'schen Integrals auftreten also im wesentlichen K, sind. 
Gauss bringt sie in die Form von Reihen, die sämmtlich hyper- 

geometrische sind, und entweder nach a, oder oder ^ a * t y t 

oder endlich nach J~jy fortschreiten. Hansen*) erwähnt eine 
Entwickelung von ü selbst nach Potenzen von * , die er für 

den Fall v = \ ausführt. Endlich vergleiche man ttber die numerische 
Berechnung der A ausser der Mec. ce*l. und den Exercices noch 
das Habilitationsprogramm von Scheibner**). 



II. Titel 1. 

Die Kugelfunctionen mehrerer Veränderlichen. 



Kr st es Kapitel. 

« 

Entwickelung der Kugelfunction erster Art nach Laplace. 

§. 66. In der Einleitung wurde gezeigt, wie Laplace in den 
Memoiren von 1782, von der Entwickelung der Reciproken der 
Entfernung zweier Punkte im Räume ausgehend, auf welche ihn 
das Potential führte, zu der Kugelfunction P* gelangte, in der als 
Argument eine Grösse cosy vorkam, welche nicht unmittelbar ge- 
geben war, sondern die gegebenen Stücke, (nämlich die Winkel 
welche die Lage zweier Punkte bis auf ihre Entfernung vom An- 
fangspunkte bestimmen) in der Verbindung 

(47) ... cosy = COS0COS0J -f sintfsin^ cos(y/ — 
enthielt. Es lag 6 und 0, zwischen 0 und n, tp und \p t zwischen 

0 und 2*r. Denselben Winkel führt Legendre auch in den Savans 
• 

*) Entwickelung der negativen und ungeraden Potenzen der Quadratwurzel 
etc. §. IH, no. 43. 

**) Ueber die Berechnung einer Gattung von Functionen, welche bei der 
Entwickelung der Störungsfunction erscheinen. Gotha, 1853. 
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Prangers S. 418 ein. Laplace gab dann die Differentialgleichung 
(a) des §. 2 für P"(cosy), auf welche er durch die in der Einleitung 
angegebenen Betrachtungen geführt wurde, und entwickelte mit 
ihrer Hülfe P(cosy) nach Cosinus der Vielfachen von — y;,), 
während Legcndrc an obiger Stelle nur das von (v — Vj ) ""ab- 
hängige Glied dieser Entwickelung fand, und endlich in den Me- 
moiren von 1789 S. 432 die Laplacc'sche Entwickelung in die 
schliesslichc elegante Form brachte, in welcher sie jetzt überall 
auftritt. 

Am directesten gelangt man zu der Gleichung (a) des §.2 
wohl auf dem von Laplace eingeschlagenen Wege; nach dem 
hier gewählten Gange, bei welchem zuerst die Eigenschaften der 
Functionen einer Veränderlichen untersucht und für eine Dif- 
ferentialgleichung nach z aufgefunden wurde, scheint es vorzuziehen, 
diese Differentialgleichung zu Grunde zu legen, und aus ihr, nach 
den Andeutungen der Anmerk. im §.11, d. i. nach der Methode 
von Legendre*) in den späteren Arbeiten, die partielle Differential* 
gleichung (a) abzuleiten. 

Es war die Gleichung welcher P*(z) == f genügte, nach §. 1 1 

(1 _ s . ) 0_ 2 ^ +B( „ +1)/= o i 

setzt man nun 

* = acos0 + &8in 0costp-f-C8in0sintp 
und bezeichnen a, b, c, Constanten nach 0 und % es mögen diese 
Veränderlichen reell oder imaginär sein, so wird 
dz 

-£q-= — a&m0 + &cos0cosy/+cco8 0sinv, 

a*g _ 

-J^- = (— &sinV+cco8i/>)Bin0, ^~ = — (b cos tp + c sin %p) sind. 
Daher geht 

(.)... ^ + cotg0^ + ^^ 
in i4^+Ä£über, wo 

*) Exercices T. H, 5*'"« partie §.XF, p. 263. 
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A = (^) + (6sin ^ — cco&yi)* 

° 30 sin'0 ety 
wird. Die Ausführung der Rechnung zeigt, dass A vermehrt um 
**— a*— o*— c* verschwindet, dass B = —2a, dass also (a) sich in 

(a . +6 . +c ._,.)0_ 2 ,| 

verwandelt. Waren a, b, c so gewählt, dass a*-f &M-C* = 1, so 
wird nach der Gleichung (9) vorstehender Ausdruck =— n(n-\-l)f, 
so dass P*(») der Differentialgleichung genügt 

(48)... 0 + cotgeg + ^g; + „(„ + l)^O. 

Solche Wcrthe a, b, c, welche a , + 6 t 4-c t =l machen, sind 

cos 0, , sin 0, cos ^ > sin 0 t sin ip, ; 
setzt man dieselben ein, so verwandelt sich a in die rechte Seite 
von (47), und f = P"(cosy) gentigt der Gleichung (48). 

Ehe wir zur Integration derselben schreiten, sollen die Formen 
aufgeführt werden welche sie annimmt wenn man für cos0 eine 
Grösse x einführt, oder für diese wieder eine andere Q = i}^x t — 1. 
Um die Symmetrie zu erhalten, kann man dann in dem Ausdruck » 
auch für cos0 ( eine Grösse x lt resp. = i ^x\— 1 einführen; ge- 
schieht dieses, so gestalten sich unsere Resultate wie folgt: 

Setzt man 

(47, a) ... z=xx t — )/x* — 1 } f x\— leos (\p — i// t ) , 
so wi»d f=P*(z) der Differentialgleichung 

(48,«)... J(( 1 -^|)+^l ?T |J + .( l , + i) r .o 

genügen, oder auch für q = » yV — 1 der Gleichung 

(48,6) ... p1 ^37^( e y^vg) + 0, + „( n+ l) f Y=O. 

Eine Grösse die von x, x x etc. durch (47, a) abhängt, 
soll im Folgenden immer durch z bezeichnet werden, 
so wie y für eine von 0, etc. durch (47) abhängende 
Grösse gebraucht wird; ferner soll zur Abkürzung zu- 
ilcn 
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(47, c) ... qp = y-V, 

gesetzt werden. 

In (48) kommt nur 0 und xff nicht aber 6 t und ip t vor; wegen 
der Symmetrie des Ausdrucks cosy muss aber filr P"(cosy) noch 
immer eine Gleichung von der Form (48) bestehen, wenn man 0 
in derselben mit 0, oder %p mit \p l vertauscht, allgemeiner wenn 
für 0 irgend eine der zwei Grössen 0, 0,, für \p irgend eine der 
beiden % tft i} gesetzt wird. 

Es ist F*(cosy) eine ganze Function vom Grade n von cosy, 
daher auch von cos0, sin0cosi//, sin 0 sin t//. Von jeder ganzen 
Function der drei Grössen cos0, sin0cost^, sin0sinV> welche für /" 
gesetzt der Gleichung (48) genügt, sagt man, sie gehöre zur 
Gattung der P" in Bezug auf 0 und V> ähnlich von jeder 
ganzen Function von x, cosy |/a?'— 1, sini// } l x % — 1, die (48, o) ge- 
nügt, sie gehöre zur Gattung der P" in Bezug auf af 
und itt. In Bezug auf die Zeichen der Wurzeln gelten die alten 
Bestimmungen, deren Zweckmässigkeit man hier einsehen wird, wo 
0 immer zwischen 0 und n liegt, also nach der alten Festsetzung 
y** — 1 für « = cos0 immer genau mit isin0 übereinstimmt. 

§. 67. Wir gehen nun zur Entwickelung von P"(a) nach den 
Cosinus der Vielfachen von g> über; da a in keiner höheren als 
der n Ua Potenz in P*(») auftritt, so kann P* kein höheres Vielfache 
von ff> als das »fache enthalten; da ferner nur ein Glied also 
nur eines cos" g> enthält, so kann auch cos«<jp nicht fehlen. Es hat 
daher P*(») die Forin 

£ «mcosmy, 



wenn u weder y noch \p l , sondern nur x und x x enthält; setzt 
man diesen Werth statt f in die Gleichung (48, a), in welcher y> 
nicht selbst vorkommt, sondern nur als Buchstabe nach dem dif- 
ferentiirt wird, so bleibt nach dem Einsetzen die linke Seite von 
(48, a) eine Reihe, die nach Cosinus der Vielfachen von rp geord- 
net ist: soll sie verschwinden, so muss jedes Glied für sich ver- 
schwinden. Lässt man in den m 1 *" Gliedern den gemeinsamen 
Factor cosroqp fort, so muss demnach u m der Differentialgleichung 
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genügen. Diese stimmt aber mit (39) überein, und ist durch die 
Forin 

im §.56 vollständig integrirt, wo g und h Constante sind, d. h. 
kein x enthalten, oder da u nur von x und x t abhängt, wo g und 
h nur a?, enthalten können. Man sieht auf der Stelle, dass alle k 
versehwinden müssen : denn setzt man für u m den gefundenen Werth 
in /*"(*), so verwandelt es sich in 

tnzzn tn —n 

2 g m PZ(x)costnq>-}-2 Aw0«(x)co8wy ; 

P wird für kein endliches x, also auch nicht für x = 1 unendlich, 
während 0(1) = oo ist, so dass alle A verschwinden müssen, und 
als Werth von P"(«) nur die erste endliche Reihe übrig bleibt, welche 
die g enthält. 

Wegen der Symmetrie von P"(3) in Bezug auf x und x t muss 
dasselbe auch die Form 



m — n 



2' Ä m P^(^)c03W9) 

haben, wo k nur a? enthalten kann; die beiden Cosinusreihen 

2g m PL (x) cos mrp , Sk n Pi (x k ) cos ro<p 
müssen also gleich, und weil die Gleichheit für alle fp besteht, 
identisch sein, oder 

g m K(x) = k m K(* t ) 
während g nur x t) k nur x enthält. Hieraus folgt, dass wenn b m 
einen numerischen Werth vorstellt 

g m = b m P^(x l ), k m = b M K(x) 

wird, dass also 

(a) ... P» =Tb m P n m (x)K(x l )cozm( f 

ist Diese Form hat Laplace angegeben; er hat auch die Con- 
stanten bestimmt, aber die wahre Natur der PI in sofern nicht 
erkannt, als er sie nach absteigenden Q = t )fx 9 — 1 entwickelte, ftlr 
dieselben also die Reihen §.51 ad 2 die nach ? geordnet sind an- 
wandte. Bei der Bestimmung der b findet sich der Irrthum, auf 
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welchen an der citirten Stelle hingedeutet wurde: der Fortochritt 
von Legendre bei dieser Formel besteht in der richtigen Be- 
stimmung der 6 und darin, dass er für die K ihre eleganteren 
Werthe einführte. Man vergl. die oben citirte Stelle in den Me- 
moiren von 1789. 

Die numerischen Constanten lassen sich wohl am leichtesten 
durch Berücksichtigung des Falles x = x t = oo bestimmen, für 
welchen sich z auf 2x t Bin t {tp reducirt. Dividirt man (o) durch x 2 *, 
so wird nach (2) und (34, a) für x = <x> 



2 . 1.3...(2 W ^l) g . n2 ,, y _ £ 6wC09ffl9)< 
1,2.,, n u 

Bekanntlich ist 

(— l)"2 2 *8in 2,, 4g> = 2cos«0> — 2— cos(n— l)y 

+ 2.^_Jcos(»-2)y + ... + (-l) w2 , 

also nach Umkehrung der Reihe 

«/_ i)-J^ri_2.^cos 9 +2-^-^cos2 9 + etc.> 
( } II{n)II{n)\ n + 1 yT (ft+l)(»+2) r ^ J 

Führt man endlich eine numerische Constante a durch die Glei- 
chungen 

(m a , ==2 .(1.3.5...(2 W ^l)V 

. _ / 1.3.5...(2»-1)Y 
°» ~\ 1.2.3...» / 

ein, so wird b m = (— l) m ol, also schliesslich 



(49, a) . . . P"(») = /"(a», - jV-lJ^-l cos qo) 

= l^aJPi^JPlOrJcosroqp. 

Untersucht man mehrerer solcher Functionen für ein gleiches «, 
so wird es erlaubt sein, sämmtliche obere Indices fortzulassen. 

Der von Legendre zuerst gegebene Satz über das von <p 
freie Glied (§. 66), der hieraus ohne weiteres messt, lautet: 



Digitized by Google 



176 



IT. Theil. Erstes Kapitel. 



§. 68, 49. 



§. C8. Ausser dieser Entwickelung von P"(») nach Cosinus 
der Vielfachen von g> sind offenbar noch andre möglich, und es 
sind auch noch andere bereits ausgeführt worden. Im dritten und 
vierten Kapitel wird uns eine solche beschäftigen, welche nach ge- 
wissen ganzen Functionen von neuen, statt 0 und \jt einzufüh- 
renden Veränderlichen fortschreitet; hier soll nur noch die- 
jenige erwähnt werden, welche Hansen im 4 1 *" Bande der Abhandl. 
d. Sächsischen Gesellschaft d. W. in der schon früher genannten 
Arbeit*) durchgeführt hat. Es bedeuten 0 und 0, dort die Brei- 
ten zweier Himmelskörper, während <p die Neigung ihrer Bahnen 
vorstellt; wenn die letztere klein ist, so hat eine Entwickelung nach 
Cosinus der Vielfachen von g> für die numerische Rechnung keine 
Bedeutung, wohl aber eine Entwickelung nach Potenzen von 
sinjqp oder tang($qp). Nach solchen Grössen ordnet Hansen 
die Function P"(cosy) (bei ihm, in n°. 24 ist D m unser P"(cosy)), 
und verwandelt die Coefficienten , die bei unserer Darstellung Po- 
tenzen von sin0, cos0, sin0,, cos0, enthalten würden, in Reihen 
die nach Sinus und Cosinus der Vielfachen von 0 und 0 l 
geordnet sind. Man übersieht aus (49, a), wenn man sich cosmrp 
in eine Potenzreihe entwickelt denkt, dass jene Coefficienten linear 
aus den Aggregaten P m (cos0) .P^costfj) zusammengesetzt sind; es 
käme also noch darauf an, jedes der Aggregate nach den trigono- 
metrischen Functionen der Vielfachen von 0 und 0, zu ordnen. 
Hülfsformeln dazu sind im §. 51 ad 3 gegeben, aus denen man er- 
kennt dass jenes Aggregat mit (sin 0 sin 0 1 ) ±w multiplicirt aller- 
dings eine einfache Entwickelung liefert; dagegen würde schon 
P M (cos0) selbst eine complicirte Entwickelung nach den Sinus und 
Cosinus der Vielfachen geben, indem man dazu sin M 0 in eine solche 
Reihe verwandeln und diese mit 

cos (» - m) 0 + ( " ~ 1 ^ cos (n - m - 2) 0 + etc. 



*) Entwickelung der negativen und ungeraden Potenzen der Quadratwurzel etc. 
S. 285 — 376. Man vergl. auch das Programm von Scheibner. 
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multipliciren muss. Hansen hat dieses vollständig durchgeführt, 
und die Reihe durch Hinzufilgung von vielen Tafeln für die nu- 
merische Rechnung brauchbar gemacht. Da die Formeln sich nicht 
wesentlich zusammenziehen, und die Entwicklungen jenes Auf- 
satzes ohne Hinzufügung der Tafeln ciuen grossen Theil ihres Wer- 
th es verlieren mtissten, so übergehen wir hier dieselben mit Ver- 
weisung auf das Original, und begnügen uns damit, die Aufgabe 
und die Methode, durch welche mau sie mit Hülfe unserer For- 
meln lösen kann auseinandergesetzt zu haben. 

In n°. 37 seiner Arbeit hebt Hausen einen besondern Fall 

i 

seiner neuen Darstellung von P* (*) hervor, von dem er später An- 
wendungen geben würde; da unsere Formeln die Lösung für die- 
sen leicht verschaffen, so soll er hier näher betrachtet werden. 

Es ist dies der Fall, dass P"(coso cos^) nach Cosinus der 
Vielfachen von ß zu entwickeln ist; um diese Aufgabe nach (49, u) 
zu lösen, setze man dort 

x x = 0, x = siuo , <p = ß 

und findet 

P" (cos er cos/S) = 2(—l) m a M P M (8\na)P m (0)coBtnß. 
Die Grösse P m (0) ist eine Coustante, = i m %(0), also 0 wenn 
n — m ungerade ist, im anderen Falle das Product vou % m und dem 
von x freien Gliede in ty m (x), daher (cf. p. 120) gleich 

M 

(-lfn(n-m) 



2.4...(n — m). (» + »» + l)(»-f/n + 3)... (2n—l) 
Zieht man dies mit a m zusammen, so folgt 

2 " d» / a . 0 v/ co8 m a$ m (sina)cosm^ 



2 2 

die Summe über alle »gleichartigen m von 0 bis », und ftir i» = 0 
die Hälfte genommen. Für $„(sina) ist die Reihe (34) 
. (ti — m)(n — m—l) 
«n"'"ß 2(2»— i ) m "+ ctc * 

die nach Potenzen von sina absteigt, oder nach p. 142 

/»Y—/ (n — m)(2m+l) , rtX \ 

\j) («>■(«-»)«- ; cos(»-»t^2)a-|- etc.) 

zu nehmen. 

Heiue, Haudbucb d. Kugelftiocdonea. J2 
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§. 69. Dieselbe Grösse P"(co8a cosjtf) lässt sich noch in eine 
andere Form durch (49, o) bringen, indem man £«cosa, a?, =* cos# 
(p = ±n setzt. Dadurch entsteht 

P n (C08«C08/J) = 2*( — 1 )"* (hm Plm (COS «*) P 2m (COS ß ) C08 2 « O?» 

wenn über alle ganzen m von 0 bis \n summirt wird. Diese For- 
mel lässt sich noch verallgemeinern, indem man (49, a) im ganzen 
wmal nach cosqp differentiirt und dann cos(/> = 0 setzt. Die linke 
Seite wird dann 

(-1) {Jx % -l][x\-l) (cosy = 0); 

der m lt Differentialquotient verwandelt sich nach §. 43 in 

1.3...(g»-l) m 
Jl(n-m) >' 

Ferner wird für cosy = 0 und wi > 0, 

^cos^r 

Fasst man alles zusammen, und führt auch rechts statt der P die 
ein, so findet man endlich 

Diese Gleichung gestattet auch eine Umkehrung, d. h. sie giebt 
auch einen Ausdruck des Productes Sß m (x) ty m (x t ) durch die Func- 
tionen tym+iixBi), etc. Es mag genügen, wenn hier nur 
das Resultat der Elimination angegeben wird, welches sich wohl 
am einfachsten in folgende Form fassen lässt: 

d m P n (xx t ) (g , -l)(a?;-l) ^^(a^,) 

" t "2.4(2«i+2)(2 W i+4) d^f 1 " ' 
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§.70. Im §.68 wurde von anderen Formen gehandelt, 
welche die Function P(») annimmt, d. h. von solchen Reihen die 
nicht mehr nach Cosinus der Vielfachen von q> fortschreiten: es 
giebt aber auch noch andere Methoden, die ursprungliche 
Reihe von Laplace abzuleiten. Hansen*) theilt, um diese zu 
finden, das Argument s in zwei Theile, nämlich in 



entwickelt mit Hülfe des Taylor'schen Lehrsatzes P"(a+Ä> nach 
Potenzen von h, setzt die Potenzen von co&tp in Cosinus der Viel- 
fachen von q> um, und sammelt dann sämratliche Glieder welche in 
Cosinus des gleichen Vielfachen von <p multiplicirt sind. Dadurch 
findet er als Factor von cosroqp eine Reihe derselben Form wie 
die rechte Seite von (6) im vorigen Paragraphen, welche er durch 
die linke Seite suramirt, und so unmittelbar die Form von Laplace, 
die Gleichung (49, a) erhält. Die Hülfsgleichung (&), ebenso auch 
(a) des §.69 entwickelt Hansen, bei dem dieselben zuerst vor- 
kommen, nicht auf dem Wege, auf welchen man im vorigen Pa- 
ragraphen zu ihnen gelangte, (es wurde dort die Kenntniss der all- 
gemeinen Formel (49, a) vorausgesetzt) sondern auf eine seinen 
Zwecken entsprechende Art, welche man an dem angeführten Orte 
im §.2 findet, und die nur den Ausdruck von P" durch einen n ,en 
Difierentialquotienten voraussetzt. 

Noch früher**), in einer schon mehrfach erwähnten Abhand- 
lung, hat Jacobi die Laplace'sche Formel durch ganz verschie- 
dene Prinzipien abgeleitet, die sowohl wegen ihrer Einfachheit als 
auch wegen der Wichtigkeit für das Folgende hier vollständig mit- 
getheilt werden sollen. Die Methode beruht auf einer zweckmässigen 
Benutzung der Gleichung (4, a) im §.6, welche ergab dass 



^A'-P-C* «jf ii+flcoBjy + Csin? ' 

wenn, um nur den Theil des Satzes zu erwähnen, welcher hier in 
Frage kommt, Ä positiv und ebenso wie B und C reell, ferner 

*) Abhandlangen der Sächsischen Gesellschaft der W., I.Bd. 1862, S. 128—130: 



a — XX 



1 1 



Ass — ya? 1 — l^x\— lcosqp, 
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A % — B % — C* positiv ist. Der Satz wurde später (im §.47) noch 
verallgemeinert und auch auf andere Werthe von A, B, C über- 
tragen; es scheint aber angemessen, die erste Formel zu Grunde 
zu legen, welche mit geringeren Mitteln abgeleitet wurde. Beweist 
man durch dieselbe (49, a), so erlangt man diese Formel allerdings 
zunächst nur für den Fall, dass x und x i reell und grösser als 1 
sind; da aber die zu beweisende Gleichung auf beiden Seiten nur 
ganze Functionen von x, x lf } f x % — 1 und ^x] — 1 enthält, so folgt 
unmittelbar, dass wenn sie für die erwähnten Fälle gilt, sie auch 
für alle x und x t richtig bleibt, wenn nur die Zeichen der Quadrat 
wurzeln auf beiden Seiten gleich genommen werden. 

Denkt man sich x als den grösseren der beiden Werthe x 
und x lf ferner x positiv, und zerlegt 1 — 2<**+a Ä in 

(x-ax t ) *— (Yx*-! cos y/— a]/x)-lcostfß t ) *— (ya:*-lsiny/— a^J-lsin ty t )•, 

so hat der vorstehende Ausdruck die Form A % — B*— C*, wo 

A = (x—ax^ 

gesetzt, also bei hinreichend kleinem a positiv wird. Durch die 
Htilfsformel entsteht dann 

i _i r 7n dn 

yi-2aa+a f ~~ 2* J (x+cos{y-n)ix^i)-a{x t +cofL{\p i -n)jx\^i) ' 
entwickelt man auf beiden Seiten nach aufsteigenden Potenzen von 
a, so ist mit a n auf der linken Seite P*(«) multiplicirt, also 

(50)... H-)-^/ (, + „.(»_,) fr. _!)■+' *• 

Es bleibt noch die weitere Transformation der rechten Seite dieser 
Gleichung, deren Zähler sich in eine nach Cosinus der Vielfachen 
von (Vi-" 1 ?) fortschreitende Reihe der Form 

(a) . . . c 0 + 2c t cos (V, — v) + 2c t cos 2 — J?) + etc. 
entwickeln lässt, während die Reciproke des Nenners eine Reihe 

(6) ... *,+2A t cos(V-- i7) + 2Ä t cos2(v> — tf)4-etc. 
giebt, wo nur für c und * ihre Werthe nach (33, a) und (36) zu 
setzen sind, d. h. 

_ 1.3... (3»-l) JI(n) 
il(n-ff»)il(» — m) v 
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und c m = 0 wenn m > n, ferner 

f / ■* \ m 1 • 3 • • . (2w 1) _n . » 
^—f- 1 ) - 1,2... „ 

Berücksichtigt man, dass das Integral zwischen 0 und 2n ans dem 
Producte der Reiben (o) und (6) sich bedeutend zusammenzieht, 
indem 

1 f 1 * 

—J {a).{b)dv = C 0 k 0 +2c l k i co8(y-r!) l ) + '2c t k 1 cos2(y-tp l )+- 
o 

was auch die Constanten c und k vorstellen, und dass in unserem 
Falle 2c m k m sich in 

2 (-1 ) m > t 1,8 '"^" 1 » 1 />* ( x ) p- /- ) cos m<p , 
1 ' J7(»+ro)JI(n — ro) mW ml W T; 

oder 0 verwandelt, je nachdem m^n oder m > w, so hat man 
den durch (49, a) ausgedrückten Werth von 

1 » 

§. 71. Es sind nicht sowohl die Zugeordneten Pm(x) und Qm(x) 
welche in den Formeln erscheinen, sondern es treten diese Func- 
tionen in der Regel multiplicirt mit einem Cosinus oder Sinus wie 
cosmy oder sinmi/i auf. Diese Verbindungen, also 

PI (x) cos trnft, PZ(x)a\nmxp, Q n m (x)co&my, Q n m {x)%mm\fj t 

und zwar die beiden ersten von diesen vier so lange m<w, sol- 
len Kugelfun ctionen mit zwei Veränderlichen heissen. Das 
Bedürfnis« einer abkürzenden Bezeichnung hat sich bis jetzt nur für 
die welche P enthalten herausgestellt, für welche dann die Buch- 
staben C und S, je nachdem der Cosinus oder Sinus von mtfß in 
ihnen vorkommt, gewählt werden mögen. Meistenteils ist es be- 
quem für x eine Grösse cos0 zu setzen, wo 0 reell oder imaginär 
sein kann; deshalb wird bestimmt, dass 

(51)... 

V J f P:(cos(?)sinwui = S" m (0,V>), ~~ 
sein soll. Indices m, n und Argumente 0, \ff dürfen überall, wo es 
ohne Zweideutigkeit geschehen kann, fortgelassen werden. 

Die C" und S* sind ganze Functionen vom n'* n Grade der 
drei Grössen cos0, sin 0 cos sin 0 sin ty, indem 

&±%SZ = i*8in"0(cosmy/±tsinwvW(cos0) 
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wird; aber 

sin m 0(co8mt//+tainmtp) s= (sin0cost//4;isin0sin rp) m , 
wodurch die Behauptung erwiesen ist, wenn man erwägt, dass $1 
nach COB0 den (» — m) ifn Grad hat. 

Setzt man in (38, 6) t = 0 so findet mau für C und 8 mit 
Hülfe von (35) je einen Integralausdruck ; beide Formeln ziehe man 
in eine zusammen, indem man einen willkürlichen Buchstaben o 
zu Hülfe nimmt, nämlich in 

^cosma+JCsi»»» = 2 ~.g(»+m)JI(»-"») x 

n,II(2n) 

f 71 (cos 6 + i sin 0 cos (ij — tf^J co&m(ti + a)dtj t 

o 

indem isintf schlechtweg für yWfl — 1 steht, wo die Wurzel nach 

den früheren Bestimmungen zu nehmen ist. Auch dieser Ausdruck 
beweist die oben angegebene Zusammensetzung von C und S aus 
cos d y etc.: man hat nur sin d cos (ij — t^) in (sinÖcos^)cosiy-f 
(sin 6 sin yt) sin tj aufzulösen, um zu erkennen, dass C und S ganze 
Functionen « ten Grades von cos0, etc. werden. 

Die (2n + l) Functionen C und S* unterscheiden sich wesent- 
lich von den Producten J**.cosroV/ und P*.sin»Mp» für die m>». 
Sollten diese noch ganze Functionen von cos0, etc. sein, so wären 
sie jedenfalls vom höheren als dem n ifn Grade, da cosmt/f und 
sin m\p nicht aus Potenzen von cos %p und sin V von geringerem als 
dem n ttn Grade allein entstehen. Ausserdem sind sie aber auch nicht 
einmal ganze Functionen: sie blieben sonst ganze Functionen für 
xp = 0, so dass K* eine ganze Function von cos0 und sind wäre. 
Man weiss aber aus §. 45 dass PZ(a?) wenn m>n für einen ge- 
wissen Werth von x nämlich x = — 1 unendlich wird, so dass es 
keine ganze Function von x und ^x* — 1 sein kann. 

Die <T und S* sind ferner Integrale der partiellen Differen- 
tialgleichung (48), d. h. genügen ihr für f gesetzt. In der That, 
macht man z. B. f = f£ = (cos 0) . cos so wird die linke Seite 
von (48) 

und nach (39, a) gleich 0. Es sind also, in der Ausdruckswebe 



i 
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des §. 66, die C* und S" im ganzen (2n-f-l) Integrale von 
(48) welche zur Klasse der F* in Bezug auf 0 und xp ge- 
hören. Jede Function die zur Klasse der P Ä gehört, ist 
aus ihnen linear durch die Formel 

!<«■*+*■*) 

mit(2n-fl) willkürlichen Constanten c und k zusammen- 
gesetzt. [Ist nämlich f(6, ip) eine solche Function, so muss sie, 
nach Cosinus und Sinus von mtp entwickelt, die Form 

2\u m cos m\p -f v m sin mxp) 
haben (m. vergl. §.66), wo u m und c m der Differentialgleichung 
der und (& genügen. Es darf (C nicht in der Function vor- 
kommen, ebenso wenig ein m welches grösser als n ist. etc. etc.] 

§. 72. Fasst man Entwicklungen gegebener Functionen nach 
C und S in's Auge, so ist analog dem in §. 14 untersuchten Integrale 

hier als Hülfsmittel 

A = fsm 6 ddT n (*C v ß dtp 

o o 



B = f n smdddp n cr m S v fi dxff 

o o 

0 ^fsmOddf^&Sldtp 



O 0 

zu betrachten; es zeigt sich, dass lf immer verschwindet, und dass 
auch A und C Null sind, wenn nicht zugleich 

n = v, m = jU. 

Diese Sätze, welche Laplace in den Memoiren von 1782 S. 163 
durch ein Verfahren bewiesen hat, von welchem §. 14 und §. 52 
bereits Proben gegeben wurden, lassen sich leicht nachweisen, wenn 
man die Zusammensetzung von C m und S m aus P m und cosro^ resp. 
sin mV beachtet. Aus derselben folgt, dass C«S^, die Grösse yj nur 
in der Verbindung cosmxp &mf$\p enthält, dass also in 2? das innere 
Integral, das nach yt zu nehmende, verschwindet, folglich B immer 
0 ist. In A und D verschwinden gleichfalls die inneren Integrale, 
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wenn nicht m = p ; ist aber m as ft so wird für m = /i == 0, D gleich 0, 
sonst 

A = D = n/ ' K(cosO)K{cos0)*mddO, 

also nach §. 52 Null wenn nicht » = v, in diesem Falle aber 

- 2* JT(n+w)i7(w-OT) 
1 ] 2n + l (1.3...(2n — 1))" 
für w = 0 aber A das Doppelte. Dieser Werth verwandelt sich 
endlich nach (49) in 

(-D--.i2_.-L. 

Man hat also das Resultat: Es ist immer B=»0; ferner D = 0 
wenn m oder gleich Null sind; A und Z> verschwinden 
ausserdem wenn nicht zugleich m = ^, n = v. In allen 
übrigen Fällen ist aber 

2«+l , (-1)". 2»+l„ (-lf 



4« 0 : 4« 

Wegen einer späteren Untersuchung im dritten Kapitel soll hier 
gleich erwähnt werden, dass die Sätze für A und D noch gelten, 
wenn die Grenzen nach i// und 6 nur 0 und \n sind, doch ist 
dann der Werth des Integrals der achte Theil des früheren. Man 
darf ferner in diesem Falle v nur gleichartig mit n, und p mit m 
wählen, d. h. so dass n—v und m—p gerade Zahlen oder 0 werden. 
Der Beweis ist ganz ähnlich dem eben geführten; es wird nämlich 

T cos m\p cos fi\p dtp 

'u 

wieder 0 wenn m und fi verschieden (aber gleichartig) sind, während 



0 

die Hälfte desselben Integrales von 0 bis n ist. Zertheilt man das 
letztere nämlich in eines von 0 bis \n und eines von \n bis n t 
so geht dieses durch die Substitution 0 = « — 17 in (— l)* +v mal 
dem von 0 bis 4« genommenen über. 

Ob jede Function von 6 und ip sich nach den C und S 
entwickeln las st wird im fünften Kapitel untersucht werden; 
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nach der Methode de» §. 15 2eigt man aber sogleich, dass eine 
solche Entwicklung nur auf eine Art geschehen kann, d. h. 
dass, wenn es möglich ist, eine Function f(0, yi) durch die Doppel- 
reihe 

ftbr alle 6 von 0 bis n und alle y von 0 bis 2n darzustellen, (wo 
die Summe auf der rechten Seite von m = 0 bis m = n, von n = 0 
bis n = oc zu nehmen ist) jede andere derartige Entwickelung mit 
der vorliegenden übereinstimmen muss. [Denn wäre ^(yü,C^-j-xJI l 5l) 
eine zweite Entwickelung, so würde die Multiplication mit CZamOdOdip 
und Integration geben: 

etc - elc -i 

Der Werth der Coefficienten c und * drückt sich dann durch f in 
folgender Art aus 

(-1)"V; = <cf" sin Oddf^fid, tfttdip, 

0 0 

= ?^&f%m0dd/ 2 "r(d,y,)S:dii,. 

War aber (a) mir für alle 0 und y von 0 bis 4« gegeben, so 
gelten die Sätze nicht mehr in diesem Umfange, und müssen auf 
folgende Art specialisirt werden: Ist f(0,y>) entweder in eine Reihe 
ScmCm oder in 2f&Sm entwickelbar, die Summe nur über gleich- 
artige m und gleichartige w ausgedehnt, so sind die c oder k be- 
stimmt, und durch den achtfachen Werth der vorhergehenden In- 
tegrale ausgedrückt, wenn diese nach 0 und xp von 0 nicht mehr 
bis n resp. 2n, sondern nur bis J?t genommen werden. Den Be- 
weis hinzuzufügen wird überflüssig sein, da oben bereits über den 
Fall gehandelt wurde, dass man statt der A Integrale untersucht, 
deren Grenzen 0 und \n sind. 

Dass jede ganze Function f von cos0, sinÖcos^, sin0siny> 
sich nach den C und S entwickeln lässt, kann an dieser 
Stelle leicht bewiesen werden. Eine solche Function besteht näm- 
lich aus Gliedern der Form 

(6)... cos"Ösin n +"öco8»VBia»'^; 
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cos"t// nach Cosinus der Vielfachen von y entwickelt, giebt Glieder 
von der Form co8(w — 2p)v>; Bin v y in ähnlicher Art behandelt, 
Glieder cos(v— 2p) y oder sin(v — 2p)\fj je nachdem v gerade oder 
ungerade ist. Es kommen also in cos"t^sin y V em gerades v 
nur Glieder cos(»-f v — 2p)tp f für ein ungerades 8in(«+v — 2p) ip 
vor, wo p von 0 an nur solche ganzen Werthe erhält, die n+v— 2p 
positiv lassen. In (6) ist jeder solcher Cosinus oder Sinus mit der 
(»-f*) ten Potenz von sin0 multiplicirt, also enthält allgemein cotmyj 
oder sintnxff als Factor eine Potenz von sind deren Exponent gleich 
ff» ist oder um eine gerade Zahl höher. Daher hat f die Form 
f = F 0 + F t sin 6 cos y + F, sin * 6 cos 2ip -f etc. 
-f (7, sin08inV'4-(j t 8in , 0sin2?j/4-etc., 
wo die F und 6? ganze Functionen von cosO vorstellen, und die 
rechte Seite eine endliche Reihe bildet. F m lässt sich in die Summe 
zweier Theile u m und e m zerfallen, wo u m eine gerade, c m eine un- 
gerade Function von cos0 bezeichnet; fUr G m gilt das Gleiche. 
Man behandele nun z. B. u m weiter nach der Methode, durch welche 
man im §. 16 zeigte, dass x* sich nach Kugelfunctionen entwickeln 
lässt. Es sei 

u m = ocos 2,, 0-f ccos ? "- J 0-r-etc, 
so wird die Differenz u m —b^ l+m (co8 0) eine Function wie u m) nur 
von einem um zwei Einheiten niedrigeren Grade sein ; durch weitere 
Subtractionen von Functionen $ muss es also auf den 0 ten Grad, 
auf reducirt werden. Daher lässt sich u m durch 

Um = «?;+/y$: +2 +y?: +4 +etc., 

und ebenso v m durch 

ÜB , = a«ß: +, +B?; +3 +etc., 
alsoF« und G m mal sin m 0 durch eine Summe von Gliedern g v P v m dar- 
stellen, wenn dio g Constante bezeichnen und nach v von v=m an bis 
zu einem endlichen Werthe summirt wird. Multiplicirt man noch 
mit cosiroi// oder sinrouv, so verwandelt sich endlich die Summe 
resp. in 2g v CL oder 2g y S v Mi was nachgewiesen werden sollte. 

r v 

Da C£ und SZ nach cos 0, etc. genau vom n** tt Grade sind, so 
wird f kein C* oder S" enthalten können, wenn es von niedrigerem 
Cfrade als dem **" war, sondern nur solche C und S, deren oberer 
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Index unter n bleibt. Der Satz über die Bestimmung der Coef- 
ficienten giebt dann als Werth der in Cl und Sl muHiplicirten 
Constanten resp. 

f'ddsin dj^fiß, y)C:dy = 0, 
*i> ii 

Will man diese Integrale nach 0 und t// nur bis nehmen, so 
bleibt ihr Werth jedenfalls noch 0 wenn f(d, y) bei der Entwicke- 
lung nach C oder S nur Glieder enthält, welche C£ oder resp. S£ 
gleichartig sind, wenn also f auch keine C und S zugleich enthält. 
Dies wird geschehen, wenn in f nur Potenzen von cos0 auftreten, 
welche n gleichartig sind, von sin Ö die mit m gleichartig sind, nur 
gerade Potenzen oder nur ungerade Potenzen von siny, je nach- 
dem man das erste oder zweite Integral benutzen will. Diese Sätze 
entsprechen einem Fundamentalsatze von Legend re*) über ^(x). 
Man vergl. §. 16. 



Zweite« Kapitel. 

Entwicklung der Kugelfunction zweiter Art. 

§. 73. Durch die Methode des §. 67 erhält man ftlr die Kugel- 
funetion zweiter Art Q mit dem zusammengesetzten Argumente s, 
das von x, x lf %p und \p x abhängt, eine Entwicklung welche der 
von Laplace für P(z) gefundenen ganz ähnlich ist. Es muss 
nämlich (?*(*) wie P» ein Integral der Differential- 
gleichung (48) im §.66 werden, da Q(x) derselben Gleichung 
(9) wie P(x) genügt. 

Wir greifen einen ftir diese Methode besonders bequemen Fall 
heraus, der uns die Form der Entwickelung auch für die übrigen 
Fälle andeutet; eine andere nicht gerade eben so einfache Methode, 
die auf Betrachtung bestimmter Integrale beruht, wird in den fol- 
genden Paragraphen das Resultat für alle Fälle liefern. Wir den- 

*) Memoiren toii 1784 8.372: f P"(*)(« +ßx-\ ^Sx^dx «■<>. 



Digitized by Google 



188 TheiL Zweites Kapitel. §. 73, 51. 

ken uns x 4 positiv reell und < 1 , x positiv reell und hinlänglich 
gross, um 

» = xx x — y'x % — 1 ^x\— 1 cos <jp 
nie reell und kleiner oder gleich 1 werden zu lassen , welchen 
. reellen Winkel auch (p vorstellt. Nimmt man deshalb zunächst 
x>l y so kann 5 reell für cosqp = 0 werden; wählt man nun 
x so gross dass xx x >\, so ist die Bedingung fUr z erfüllt. Dann 
bleibt Q*(z) für alle rp von 0 bis 2n continuirlich und endlich, lässt 
sich also nach Cosinus der Vielfachen von <p (m. vergl. hier §. 67) 
in eine Reihe von der Form 

<?*(*) = 2u m coam<p 
entwickeln. Es muss demnach u m wiederum 

sein ; aber es sind hier alle g gleich Null zu setzen, da Q für x = oo 
nicht unendlich werden kann. Um zu bestimmen, wie x v in h ein- 
geht, darf man nicht auf die Symmetrie von * in Bezug auf x 
und x { zurückgehen, da diese Buchstaben verschiedenen Bedingun- 
gen unterworfen sind; man geht vielmehr mit der gewonnenen 
Form 

Q m (») = 2h m Qm (x) cos mxp cos mtp l + 2 h m Q m (x) Bin mxp sin mxp l 

in (48, a) ein, nachdem man in derselben x mit x x vertauscht hat. 
Die Bemerkung im §. 66 Uber die Freiheit, diese Buchstaben zu 
vertauschen, wird offenbar durch die vorerwähnte verschiedene Be- 
deutung der Buchstaben x und x x nicht aufgehoben; an der er- 
wähnten Stelle hätte die Rechnung, durch welche die partielle Dif- 
ferentialgleichung für f aufgefunden wurde, ebenso gut mit x x und 
fff wie mit x und ip angestellt werden können. 

Nach dem Einsetzen findet man für A« die Differentialgleichung 

i-((»-<)5-)+(-c+»)-i^>-* 

welche durch 

h m = b m K(x l ) + c„Q' m (x l ) 
mit den beiden willkürlichen Constanten 6 und c integrirt wird, 
die weder q>, <p iy x noch x t enthalten können, also nur numerische 
Werthe sind: aber c muss 0 sein, indem Q n (z) für x t = 1 endlich 



Digitized by Google 



§. 74, «2. II. Theil. Zweites Kapitel. 189 

bleibt, während 01 fo) in's Unendliche wächst, bo dass für #"(*) 
die unendliche Reihe 

<?•(*) =T6 mj p:(x ] )(?:(x)co8^ 

ou=0 

erhalten wird. Es bleibt nur noch übrig, die Constanten 6 zu be- 
stimmen, die man findet, wenn man die vorstehende Gleichung mit 
rc" +l multiplicirt, und dann x « oo setzt. Dadurch geht 

in das erste Glied, d. h. in 

1.2.3... n 1 

1.3...(2»+1) ( Xt _ C08y y^TZI)^ 1 

Uber, oder nach (36) in 

wenn in der Summe von dem m = 0 entsprechenden Gliede nur 
die Hälfte genommen wird. Die rechte Seite der Gleichung ver- 
wandelt sich dagegen in 

2 bmKixJcosmtp, 

M2ll 

so das s man durch Vergleichuxig beider Seiten 

. _ 1 , _ 2 

0 2n+l' m 2n + l 

findet, also endlich die Formel erhält 

(52) . . . (2»+i)(n*) = ^(«jesw+ajÄ^jÄc*)^!^, 

welche allerdings zunächst nur flir reelle positive x und x x gilt* 
die so beschaffen sind, dass x x < 1, asc, > 1. 

* §. 74. Dieselbe Formel läset sich durch eine Methode ab- 
leiten und von Beschränkungen befreien, welche für die Entwicke- 
lung der P im §.70 angegeben und als die Methode von Jacobi 
bezeichnet wurde. Dieselbe bedarf nur geringer Modifikationen, 
welche vorzugsweise darin bestehen, dass die Gleichung (50) nicht 
mehr durch Zurückgehen auf die erzeugenden Functionen abge- 
leitet, sondern durch eine Substitution bewiesen wird, durch die 
man zeigt, dass 
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4 (x + coa(y ' 



in 



(6)... f* 9 (*-CQ8tlY**-l) m dl 

übergebt. Ist dies nachgewiesen, so bleiben die folgenden Betrach- 
tungen ungeändert; (6) dessen Werth 2 aF(*) man kennt, wird 
durch die dortige Bebandelung von (o) in die Laplace'sche Reihe 
entwickelt. 

Die Gleichheit (a) = (6) kann nicht bestehen wenn der Nen- 
ner in (a) verschwindet, was nur fUr rein imaginäre x möglich ist. 
Diesen Fall schliessen wir deshalb aus, denken uns auch x mit 
positivem reellen Theile versehen; war sein reeller Theil ne- 
gativ, so lässt sich das Resultat aus dem welches wir gewinnen 
werden sogleich ablesen. 

Man schaffe nun, um die Gleichheit zu beweisen, aus dem 
Nenner von (a) die Grösse \p in den Zähler, indem man ijsssy+j 
setzt, und fllr die neue Veränderliche % Grenzen — \p und 2tt — ip 
erhält, die sich mit 0 und 2« vertauschen lassen. Diese Ver- 

tauschung ist für jedes Integral / f{n)dq erlaubt, wenn f die 

Eigenschaften hat, welche nöthig sind, um seine Darstellung durch 
eine trigonometrische Reihe 

f= |6 0 +6, cos ij-f 6, cos 2^+ etc. 
+ a t sin y+ a t sin 2i? + etc. 

zu gestatten (§. 10), indem dann J** f f(n)dij = 2nb 9 , offenbar 
aber auch 0 

wird. Macht man wieder ^—xpssip, so entsteht dadurch aus (a) 



r 



welches man auf die Grenzen 0 und n bringt, indem man es ia 
zwei Theile zerlegt, einen zwischen 0 und * und einen zweiten 
von n bis 2«, der durch die Substitution % =s 2n~Xi Grenzen 0 
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und n annimmt. So findet man statt (a) die Summe zweier In- 
tegrale, die durch die Formel 

(a>+cos* jx^i) m + l 

ausgedrückt werden ; das eine ist das Integral mit dem oberen, das 
andere mit dem unteren Zeichen. Hier nehme man die Substitution 
des §.8 vor, indem man in den dortigen Formeln % statt (p setzt. 
Löst man dann nach %» ^tt w » e 68 dort geschah nach y auf, so 
ist die Substitution 

«cos ii — ix % — 1 
cos ^ =5 1 — ' , 

z — cosijyx*—! 



ap+cos^y**— 1 
sin* 



x— CO817 y«'— 1 

sing 

a: — cos?; ^x % — 1 ' 



a? — cos 17 ya?* — 1 ' 
und unser Integral verwandelt sich durch dieselbe in 

(c) ... J* (A—Bcos?i±CainTj) m dti, 
0 

wo 

A = aKr t — coso? ix*—\ ) f x\— 1 = *, 
Ä = «, ^a?*— 1 — a?ya?J— 1 cos (p 
C=Biu<pyx] — l 
wird. Man sieht, dass A, B, C den durch die Gleichung 

a % -b 9 -c* = 1 

ausgedrückten Zusammenhang haben, oder wenn man für A seinen 
Werth z setzt, dass 5'-hC = 1 wird, so dass man 

ß = }V— 1 cosa, C = y*'— 1 sina 
setzen darf, wo a einen reellen oder imaginären Winkel vorstellt. 
Es zieht sieb dadurch (c) in 

/ (* — cos in + a) }V— 1 ) n Ji? 

zusammen; es war (a) die Summe der beiden Integrale, welche 
man aus dem vorstehenden erhält wenn man einmal das obere, 
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dann das untere Zeichen nimmt; diese Summe lässt sich in das eine 

(d) ... ß n {% - cosfa - a) ys^l)" dtj 

zusammenziehen, welches nach §. 42 oder nach demselben Prinzipe, 
welches oben gestattete, \p aus dem Nenner in den Zähler zu ver- 
setzen 

- cosi? ^z^iYdti 

d. b. (6) liefert. 

Diesen directen Beweis von der Uebereinstimmung der beiden 
Ausdrücke (o) und (6) hat der Verfasser im Cr eile' sehen Jour- 
nale*) mitgetheilt. 

Anmcrk. Dieselbe Methode bleibt noch auf die Transformation 
eines Integrales (a) in die Form (6) anwendbar, wenn die Grenzen 
des ersten beliebig und nicht mehr 0 und 2n sind; sie ist noch 
brauchbar wenn auch n eine negative ganze Zahl bedeutet (man 
nehme dann den reellen Theil von x t positiv an) oder gebrochen 
wird: für n= — £ erhält man dann bekannte Formeln über die 
Reduction eines elliptischen Integrals. Es kommen hierbei Um- 
stände in Betracht, die, so lange Alles völlig allgemein bleibt, noch 
nicht hinlänglich erforscht sind, und auf welche aufmerksam ge- 
macht werden soll, obgleich eine Untersuchung dieser Fälle für 
unsere Zwecke überflüssig ist: 

Zunächst erhielt man oben (a) = (rf); es ist zweifelhaft ob hier 
diese Gleichung für alle x etc. besteht, indem zwar die angewandte 
Substitution immer brauchbar bleibt, aber für die Integration nach 
tj ein imaginärer Weg von 0 bis 2n einzuschlagen ist, der zwar 
für ganze positive n mit dem directen reellen vertauscht werden 
darf, für andere n aber nur wenn die Grösse 

s — cos (tj — a) y»'— 1 
in einem gewissen begrenzten Flächenstücke (man vergl. die ähn- 
liche aber einfachere Betrachtung des §.8) für kein tj verschwindet. 

Die Gleichung (rf) = (6) ferner besteht sicher wenn a einen 
reellen Winkel vorstellt; in den anderen Fällen bedarf die Ver- 

i t 

*) Bd. L : Directer Beweis der Gleichheit zweier bestimmten Integrale, S. 828. 
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gleichung von (d) mit (o) einer besonderen Betrachtung, die man 
nach Analogie des §.44 anstellen kann oder nach dem Muster, 
welches die imaginäre Substitution bei den Q darbot. Um diese 
Andeutungen etwas weiter zu verfolgen betrachte man 

(a) ... - 008 (9 + H ) l'»* - 1 )" d 9 > 

oder was dasselbe ist 

iß) ••• yu—cotß ftr=T) m d0, 

von 0 = ti bis 0 = 2ii + ti auf einer zur Achse des Reellen paral- 
lelen Geraden integrirt. Bezeichnet t den reellen positiven Werth 
von t, für welchen 

3 — cos (<jp 4- ti) )V— 1 
verschwinden kann, so sind zwei Fälle zu unterscheiden: 

1) Ist / < r, so wird (ß), nach 6 geradlinig von 0 bis 2n 
integrirt, gleich der Summe der drei auf geraden Linien zu nehmen- 
den Integrale, erstens von 0 bis /t, zweitens von ti bis 2n-\-t%, 
welches (s. o.) gleich a wird, und drittens von 2n-\-ti bis 2ir, wel- 
ches gleich und entgegengesetzt dem ersten ist und sich daher gegen 
dasselbe hebt. Es folgt hieraus, die (a) sich nicht von (ß) unter- 
scheidet wenn dieses auf reellem Wege von 0 bis 2n genommen wird. 

2) War aber t ;> x und bezeichnet t> einen beliebigen Werth 
der t übertrifft, so ist (ß) von ti bis 2n-\-ti geradlinig integrirt, 
d. h. (c) gleich der Summe der drei geradlinig genommenen In- 
tegrale (ß), erstens von ti bis ci, zweitens von ti bis 2n + ri, 
drittens von 2n + ti bis 2n-\-ti, die sich wieder auf das zweite re- 
ducirt; es bleibt also (er) für beliebig wachsende t unverändert. 

# §. 75. Wir gehen nach diesen Vorbereitungen zur Behande- 
lung von Q* (z) über, wo z die frühere Bedeutung hat und für kei- 
nen Werth von ff unendlich werden soll, um eine Entwickelung 
nach Cosinus der Vielfachen von (f zuzulassen. Diese Bedingung 
kommt darauf hinaus, dass z für kein (p gleich +1 werden darf; 
bleiben x und ar, in ihrer Form nicht weiter beschränkt als sie 
bisher waren, so scheint sich die Bedingung, dass 

z = xx t —cos(p 1 ix\ — 1 

nicht gleich +1 werden darf, nicht wesentlich einfacher darstellen 

Heine, ilaodbucb d. Kugelfunctiooen. 13 
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zu lassen. Jedenfalls ist durch sie der Fall ausgeschlossen dass ar 
und x x zugleich rein imaginär werden ; denn setzt man x = ty, 
x t = iy, so verwandelt sich — * in 

yy, - cos q> y y '+l + 
erreicht also für (p = n einen Werth der grösser als 1 ist, für 
einen durch 

cosy= ,— ™- = 

bestimmten reellen Winkel <p aber 0, so dass es einmal durch 1 
gegangen ist. 

Wir setzen nun fest: 

1) Der reelle Theii von x und x t sei der Bequemlichkeit des 
Ausdrucks halber nicht negativ; ist eines rein imaginär so soll es 
x sein, und dies wird dann, wie wir uns ausdrücken, positiv ge- 
nommen. 

2) Es soll 

*(sä)<*(S3) 

sein; war x rein imaginär, so ist diese Bedingung über- 
flüssig. Man weiss aus früheren Untersuchungen oder sieht leicht 
ein, dass beide Moduln nicht unter 1 liegen können, dass höchstens 
der erste 1 sein kann, und nur in dem Falle eines rein imaginären 
x wirklich 1 ist. 

Unter diesen Voraussetzungen betrachte man die beiden In- 
tegrale, welche in dem Ausdrucke mit doppeltem Zeichen 



(o) ... J 



(a: 1 -cos(qp±i«)}^Fir +1 



enthalten sind; der Logarithmus ist so zu verstehen, wie es p. 70 
angegeben wurde, d. h. mit positivem reellen Theile zu nehmen: 
nur wenn x rein imaginär war verschwindet sein reeller Theil. Es 
soll nicht untersucht werden, ob (a) verschiedene Werthe annimmt, 
wenn nach u auf verschiedenen W r egen integrirt wird; der Weg 
ist hier gemeint, über welchen im §.26 zunächst zu integriren 
war, als « von der reellen Grösse * durch die dort angegebenen, 
unten wiederholten Gleichungen abhängig gemacht wurde. (Dort 
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konnte man später den Weg mit anderen vertauschen.) Dieser 
Weg war so beschaffen, dass, u = p + qi gesetzt, p von 0 fort- 
während zunahm während u von der unteren zur oberen Grenze 
fortschritt, im besonderen B'alle für ein rein imaginäres x, welchen 
wir im Augenblick übergehen, constant 0 blieb. Es ist klar, dass 
(o) einen bestimmten endlichen Werth erhält: der Nenner 
kann nämlich nacli §.44 nur für ein solches u verschwinden, für 
welches 

wird. Letztores tritt nicht ein, weil x { nicht rein imaginär ist, 

also ^(/~q7j-) kleiner als 1 wird, während M{e u ) — e p grösser, 

wenigstens, nämlich für p = 0 gleich 1 sein muss. Ersteres kann 
ebenso wenig eintreten; setzt man nämlich 

l«g /j£ — +/«. 

so ergiebt sich 

<r§) « - 

und da p nur bis a wächst, so kann M(e u ) nie e a überschreiten, 

also nacli der Feststellung ad 2 nie ^(/ ^ ^ erreichen. 

War x rein imaginär also tu reell, so könnte der Nenner in (a) 

x 

nur verschwinden, wenn - — ! reell und kleiner als 1 ist, was 

ix\-\ 

nur für ein rein imaginäres also liier ausgeschlossenes x i möglich 
sein würde. 

Es wird nun die halbe Summe der beiden in (a) ent- 
haltenen Integrale, die s heisse, auf doppelte Art be- 
handelt: zuerst entwickelt man s in eine Reihe, die mit dem 
(2n-fl) ,en Theile der rechten Seite von (52) übereinstimmt; zwei- 
tens transformirt man das Integral durch Einführung einer neuen 
Variabelen / für u in ein anderes, das im wesentlichen Q*(z) ist. 

Um das Erste auszuführen, benutzt man die Formel des §.45, 
nach welcher 

13* 
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+ 2 2* PI {x t ) (cosrntf cos »»im + sin »19p sin miu)^ 

eine bei den angegebenen Grenzen von u immer convergente Reihe 
wird, so da 88 dieselbe Summe der beiden in dieser Gleichung ent- 
haltenen Ausdrücke sich auf die Cosinusreihe allein reducirt. Nimmt 
man endlich noch die Gleichung (45) zu Hülfe, aus der man für 

1.3...(2n-l) / M °6) / fri/ . — -w . , 

1.2... n J K ' ' 

u 

den Werth ^w + l) ^ z i ent > so ergiebt sich für die halbe 
Summe s der in (o) enthaltenen Integrale die Reihe (52), genauer 
(b) ... (2ni-l)s = P^x l )QZ(x)+2 m Fp^(x l )Q n m (x)coBmi P . 

Um den zweiten Schritt zu thun mache man die oben er- 
wähnte Substitution des zweiten Falles im §. 25, d. h. man setze 

in («) 

xcostf+ ya; , — 1 
cos im = , 

<r+cost< \x x ~ 1 



sintf 

sin tu = : — , etc. 

x + cos it yx* — 1 



wodurch es sich in 

dt 



J (A + Bco&it±Csmit)~* 1 

verwandelt, wenn zur Abkürzung 

A = xx x — cos q> )/x*— 1 y'arj — 1 = a, 

B = x x } f x % — 1— a:)/a:J— lcosy 

C = sin <jp ^a;J — 1 

gemacht wird; daher geht * selbst in 

dt 



(iH-Bcosii + CsiniO^ 1 
über. Zwischen i4, 5, C besteht offenbar die Gleichung 

A t -B'—C t = 1, 
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so dass man setzen darf (A * * ist nach der Vorraussetzung nicht 

±1) 

B == y*' — 1 cosa, 

C = )V — lsina, 
es mag a einen reellen oder imaginären Winkel bezeichnen; die 
Quadratwurzel wird wie überall mit dem Zeichen von * genommen. 
Es verwandelt sich also s in 

dt 



(c) ... 



J 9 (»+C08(il-«)^-l)" +1 

Dies Integral ist im §.4J vollständig untersucht worden; sein Werth 
hängt wie man dort sieht, von dem reellen Thcilc von a ab, oder 
von ß wenn man 

a = ß+yi 

setzt, und ß in dem gehörigen Quadranten nimmt. Bestimmt man 
den dort \p 0 genannten kritischen Winkel nach den ebendaselbst 
für specielle Fälle ad 1 — 3, für den allgemeinen ad 4, gegebenen 
Regeln, so wird das Integral unendlich, wenn ß genau + \p Q ^ st > 
liegt ß zwischen — yj 0 und y Q , so wird es 



f 



liegt es endlich zwischen % und 2n — i/> 0 , so verwandelt es sich in 



dt 



^ (z-cosit)/**-!)"* 1 ' 

oder 2Q*(z)-\-2inP*(z), wenigstens für ein, in unserer Ausdrtteks- 
weise, positives z. Es wird überflüssig sein, die Werthe der In- 
tegrale durch P und Q ausgedrückt auch für negative z hier auf- 
zuführen, da sie sich durch die einfachsten Rechnungen, wie Multipli- 
cation mit (— ergeben. Der Fall dass ß genau % wird kann 
hier nicht eintreten da 

A + B cos tf -f- Csin it 
nicht verschwindet, wie man einsieht wenn man bedenkt dass die- 
ser Nenner durch Multiplication der beiden nicht verschwindenden 
Grössen 

x x — cos (tp+ tu) ^x] — 1; x + cosil ^x % — 1, 
mit einander entstand. Unsere Untersuchung über den Werth der 
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Reihe (b) giebt also das Resultat dass für positive z je nachdem 
der eine oder der andere der oben erwähnten Fälle in Bezug auf 
i// 0 eintritt, s gleich dem ersten oder dem zweiten der Werthe 

s = Q n (z)>, s = Q*(z) + inP*(z) 
wird. So lange x und x { allgemein bleiben, war es nicht möglich, 
das Criterium, ob der eine oder andere Werth für * gesetzt wer- 
den mus8, wie sich also ß zu % verhält, einfacher als es oben ge- 
schah auszudrücken; in den folgenden wichtigeren besonderen Fällen 
kann diese Untersuchung auf die dort anzugebenden Arten noch wei- 
ter geführt werden. 

1) Wir behandeln zunächst den Fall des §. 73, in welchem 
sich also die Gleichung (52) als Resultat ergeben muss. Es sei 
wie dort x und x { reell und positiv, ferner <r, < 1, xx l > 1 ; dann 
wird z nie +1, und auch die zweite Bedingung dieses Paragraphen, 
welche sich auf die Moduln bezieht, ist erfüllt. Setzt man näm- 
lich x v = cos0, so soll nach derselben (p. 194) 

x+1 *6 

r < COtg — 

X—l & 2 

oder a?cos0>»l werden. Die Grösse A = z hat nun die Form 
p+qi, wenn p, q positive Werthe bezeichnen, und das Zeichen + 
mit dem von cosqp der Art übereinstimmt, dass +eos<jp positiv ist. 

Auch B hat die Form r+*t; ]/z*— 1 die Form p±qi, also * 

yz*— 1 

die Form p+ qi. Hieraus folgt für cos« oder — = 

cosa = (r+si)(p+qi) , 
es hat also cosa den reellen Theil pr-\-qs f welcher daher positiv 
ist, und wenn man a in ß + yi auflöst, so wird 

cos/? cosyi s= pr+qs 
d. h. cos /ff positiv. Folglich bleibt ß unter \p 0 und * wird genau 

0"«. 

2) Ist x rein imaginär, < 1 und reell, so braucht die Be- 
dingung über die Moduln p. 194 nicht ausdrücklich untersucht zu 
werden. Es ist z von der Form p + qi, p und q mögen positive 
oder negative Grössen sein, B hat die Form r+si, wenn p und r, 
ebenso q und s gleiche Zeichen haben; die Form von y« 1 — 1 
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ist jP + g», von 1 gleich p — qi. Hieraus folgt cosa gleich 

y» — 1 

_*=(,+, 0(1»- «o, 

}V— 1 

so dass der reelle Theil pr + qs von cosa positiv ist. Man schliesst 

weiter wie im vorigen Falle, dass s genau (>"(*) wird. 

3) Es sei wiederum x und x { reell positiv, aber x x > 1, und 

wegen der Bedingung ad 2 (über gewisse Moduln) x>x v . Die 

Grösse 

i = xx x — eosqp ^x 1 — 1 V'o:* — 1 

erreicht dann ihren kleinsten Werth für <p = 0, der aber noch 

positiv und > 1 ist; xx, — >V— lix\ — \ nach x differentiirt giebt 

nämlich den Zähler 

x t ]/x % — 1— x\tx]— 1 

der positiv wird, da er in 

x x -x] 



}V — l + x^x) — 1 
umgeformt werden kann , und x > x t angenommen wurde. Es 
wächst also die differentiirte Grosso mit x und wird am kleinsten 
bei x = x x , für welchen Fall sie sich in 1 verwandelt. 

In diesem Falle, wo z reell und > 1, ist der kritische Winkel 
wie man aus §. 42 ad 1 weiss, y Q — n (Was hier * genannt ist, 
heisst dort x). Es müsste, wenn genau ß=n wäre, siua = — sinyt 
also imaginär oder zugleich mit y Null sein ; C ist jedoch reell und 
nur für sm(p = 0 selbst Null. Sollte daher ß = n werden, so hätte 
man « = n, und <p = 0 oder = st, das heisst es müssten die Glei- 
chungen 

xx v ± yV— 1 jx*— 1 = a 

stattfinden. Bei unterem Zeichen ist dieses offenbar unmöglich; 
dass es bei oberem gleichfalls nicht stattfinden kann, zeigt die 
Transformation von x x >V— 1 — x } ! x] — 1 in die positive Grösse 

x % — x 7 . 



Es bleibt also ß unter t/\,= «, und auch in diesem Falle wird 

* =■ <?"<*). 



Digitized by Google 



200 II. Theil. Zweites Kapitel. §. 75, 52. 

4) Man untersuche den Werth de? Integrals, wenn x rein 
imaginär =iy und x, reell und >1 gesetzt wird; x, und y sollen 
positiv sein. Dann wird 

z - i (yx { — cos <p )'y* + 1 \x\ — 1 } 

— 1 cos a = t (x, V ^ 1 + 1 — cos 7» # ) 7 x J — 1 ) 



lV — 1 sina = sin <p ix\ — 1 
und nach §.42, ad 2, da s rein imaginär ist, liegt zwischen \ n 
und ?r. Hier kann z für gewisse <jp zuerst 0 und dann negativ 
werden. Betrachten wir 

a) % so lange es positiv bleibt. Der Factor von » in der 
zweiten Gleichung ist selbst für (p = 0 positiv, da er dann 

wird; also muss cos« etwas positiv reelles, sin« aber etwas imagi- 
näres vorstellen. Führt man, wie Seite 197, ß und y für a ein, so 
folgt daraus dass z also auch |V — 1 positiv imaginär ist, dass 
cos/^cosyi positiv, sin/9sin Null, sin/S cosyi Null wird, also &\nß=0 } 
cos ß positiv, endlich ß = 0. Das Integral reducirt sich also auf 

0»- 

h) Es mögen nun die Fälle untersucht werden, in welchen <jp 
die Grösse z negativ macht; man setze z= — u. Nach den Fest- 
setzungen ist dann yV — 1 = — ]/u* — 1 , wo }^u 2 — 1 positiv imagi- 
när wird; folglich hat man ein a mit negativ reellem Cosinus und 
rein imaginärem Sinus zu bezeichnen: dieses hat einen reellen Theil 
ß = n. Unser s ist demnach zunächst 



dann 



oder 



^ (m + cos (it -iy-n) } r ^ = l) n 

(-i)^ 1 r* dt 

2 7 (M-cost/)/«^)^' 



(-l)" + \<rw+t*p>)). 

Durch Einführung von z für m folgt daraus: Es ist 

s = Q*(z)-inP n (z). 
Fasst man das unter (o) und (6) Gesagte zusammen, so tritt 
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hier der Fall zum ersten Male auf, das» * nicht überall durch Q*(z) 
dargestellt wird, sondern nur für positive a; für negative durch 
Q m {z) — inP ß {z). Dies gicbt beim Uebergange, also für * = 0 kei- 
nen Sprung, sondern im Gcgentheil würde ein solcher stattfinden, 
wenn s überall Q*(z) wäre; um dies zu zeigen erwäge man, dass 
nach p. 60 für Q*(o) bei geradem n zwei Werthe gefunden werden: 
heisst derjenige, welcher die Grenzen von Q{z) für positiv imaginäre 
s bildet Q H {oi), so ist 

<r(-oi) = (-l) wM <?>»)• 
Also nur für ungerade n, für welche auch P*(o) verschwindet, giebt 
QU 0 *) denselben Werth, so dass für diesen Fall kein Sprung 
von Q(oi) zu Q {— oi) — in P (o) vorhanden ist. Für gerade n da- 
gegen findet man (s. ebendaselbst) 



u 



<?(-ot) = -(?( 0 i) = (-l) 2 «2 
welches nach §.9 gleich ~F{o) ist, so dass 



n(n) 



Q(oi) = - i -£P, Q(-oi) = *£p, 

also endlich Q(—oi) — inP genau gleich Q(oi) wird, und auch hier 
kein Sprung stattfindet. 

5) Zuletzt seien x und x, beide positiv und <C 1 5 man setze 
dann # = eos0, x l — co*0 x und nehme wegen der Bedingung, welche 
die Moduln betrifft 0 absolut grösser als 0, , beide aber < ~, 
so dass nie 

z = eostfcostfj + sintfsintfjCOsy 

gleich 1 werden kann. Zur grösseren Bequemlichkeit denken wir 
uns 0 und 0, beide positiv , wodurch nichts wesentliches geändert 
wird, indem die willkürliche Grösse von (p diese Festsetzung un- 
beschadet der Allgemeinheit gestattet. Es wird nun der Fall dass 
* positiv ist von dem eines negativen z unterschieden; im ersten 
denke man sich z= cosy, im zweiten = — cosy, und y zwischen 

0 und Der kritische Winkel \p 0 erhält nach p. 111 genau 

den Werth -~ 
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a) War s = cosy, so wird 

sin y cosa = sin 0 cos 0, — cos 0 sin 0, cos ^ 
siny sin a = sin0, singp; 
weil 0>0,, also 8in0>sin0,, cos0, >cos0, ist ferner sinyeosa 

positiv und sicher nicht 0. Er kann folglich a nicht + ■?- * e * n j 

sondern stellt einen Winkel mit positivem Cosinus, also einen solchen 

vor, welcher sswischen — ~- und liegt, so dass s genau 

(?'(*) wird. 

b) Im Falle a= — co&y setze man 

— sin y cosa = sin0coB0 t — cos0sin0 1 cosqp 

— sin/sin a = sin0, sin 97, 

wo nun a zwischen — - und — liegt. Es verwandelt sich dann s in 

2 2 

1 

i 

I 



/* dt 

2 ( 



— # _ , ) 

2 (cosy — isinycostf) " fr 

d. h. wieder in (?*(»), indem nach den Festsetzungen des §. 23, 
wenn z = cosa und 0 < a < n, immer Q n (z) durch 



•jf (cosa + t sin acostf) ,,+1 
erklärt wird. 

Die Entwickelung von ()*(*) nach Cosinus der Vielfachen von q> 
wurde im 42 s,en Bande des Crelle'schen Journals bereits ange- 
deutet, ist aber hier zum ersten Male vollständig mitgetheilt. 



Drittes Kapitel. 

Einführung und Eigenschaften der Lame" sehen Functionen. 

§. 76. Die Gegenstände, welche in diesem Kapitol behandelt 
werden, sind zum grössten Theile in den Arbeiten von Lame* 
enthalten, und zwar sind vorzugsweise zwei Meisterwerke benutzt, 
von denen sich das erste im zweiten Bande*) des Liou ville'schen 
Journals, (nach der dortigen Angabe dem 5 ,pn Baude der Savans 



*) Memoire aur les surfaecs isothermes dans les corps solides homogenes en 
equüihre de temperature, p. 147 — 183. 
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Prangers entnommen), das aweite im 4 ,en Bande *) desselben 
Journals findet. Es sind übrigens in den ersten vier Bänden des 
Liouville'schen und im 23 S, • M, Cahier des Pariser Polytechnischen 
Journals nach mehrere andere Arbeiten desselben Verfassers über 
diesen Gegenstand enthalten, so wie auch eine spätere Bearbeitung 
von Lame* in zwei eigenen Werken**) existirt. Ausserdem kann 
man im b Un und den folgenden Bänden des Liouville'schen Jour- 
nals Abhandlungen von Lame* vergleichen, die auf die hier zu 
behandelnden Functionen Bezug haben. 

Man erfuhr bereits in der Einleitung, dass die Kugelfunctionen 

mit Auflösungen der Gleichung 

d 9 V .d*V_ 
dx* + dy* + a*» ° 

in Beziehung stehen, oder, wie man sich kürzer ausdrückt, mit der 
Auflösung von //* K=0, indem man ziemlich allgemein einen sol- 
chen Ausdruck 

dx* + Öy* + dz*'" ' 
setzt. Dieselbe Grösse /F kommt in den Untersuchungen über 
die Wärme vor, und drückt bei den in der mathematischen Theorie T*5 
üblichen Annahmen, bis auf einen constanten Factor die Wärme- 
menge aus welche das Element x, y, z eines Körpers in einer sehr 
kleinen Zeit erhält, dividirt durch die Masse des Elements und die 
sehr kleine Zeit, wenn V die Temperatur des Punktes bezeichnet. \3 
Das Nähere hierüber findet man in Fourier'sf) oder Poisson's ff) ^ 
Wärmetheorie. Hat man einen homogenen Körper, dessen Begren- 
zungen in irgend welchen, aber von der Zeit unabhängigen Tem- 
peraturen erhalten werden, so muss in diesem endlich ein von der 
Zeit unabhängiger Zustand eintreten, bei welchem die Temperatur 
eines jeden Punktes sich also nicht mehr ändert, oder da die Wärme- 

*) Sur reqtiilibre ('.es tcmperatiires dans nn ellipso'ide a trois axes inegaux, 
p. 12C — 163. 

**) LcconB sur les fonetions inverses des transcendantes et les surfaces iso- 
thermes. Paris, 1857. Und: Le^ons sur les coordonne'es curvilignes et leurs di- 
verses applications. Pari», 185'.». 

•}■) Theorie analytique de la chalcur. Paris, 1822. 

ft) Theorie raathematiquo de la chalcur. Paris, 1835. 
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bewegung nicht aufhört, bei welchem jeder Punkt so viel Wärme 
abgiebt wie er empfangt: seine Wärmezunahme oder J 2 V ist dem- 
nach 0. Der Wärmezustand eines solchen Körpers wird daher be- 
stimmt, indem man ^*K=0 so intcgrirt, dass V sich für die 
Grenzflächen in die gegebenen Functionen verwandelt, welche die 
Temperaturen an den Grenzflächen ausdrücken. 

Wir beschränken uns jetzt auf einen homogenen, von zwei 
geschlossenen Flächen begrenzten Körper, wie eine Kugel oder ein 
Ellipsoid aus dem ein Stück des Inneren herausgeschnitten ist, und 
denken uns die äussere Fläche in einer constanten Temperatur c 
oder 1, die innere in der Temperatur 0 erhalten. Es ist klar, dass 
die Temperatur der einzelnen Punkte im Innern zwischen 0 und 1 
liegen wird, und dass alle Punkte von derselben Temperatur als 
geometrische Orte gewisse Oberflächen haben werden. Diese nennt 
man die Isothermen; hat man eine hohle Kugel, die aus der vollen 
durch einen concentrischen Schnitt entstanden ist, und die an der 
äusseren und inneren Fläche in den Temperaturen 1 und 0 erhalten 
wird, so sind die Isothermen offenbar Flächen von Kugeln, welche 
der ersten concentrisch sind. 

Lame' stellte sich die Frage: sind die Körper durch zwei 
Flächen zweiten Grades mit gleichem Mittelpunkte und gleich ge- 
richteten Achsen begrenzt, haben also ihre Gleichungen die Form 

mx t + ny t +pz t = 1, 
wie müssen m, n, p von einem Parameter X abhängen, damit die 
Isothermen durch Gleichungen derselben Form ausgedrückt wer- 
den, in denen nur X andere Werth e annimmt? Es zeigt sich dass 
drei Systeme solcher Flächen existiren, ein Ellipsoid, ein Hyper- 
boloid mit einem Mantel und eines mit zwei Mänteln; man findet 
also drei Gleichungen, in denen b und c reelle Constanten vorstel- 
len, und 6<c ist: 

«• i »• i »• . , 

Q'^ Q'-b'^ Q'-C'~ 

** . y' _ , 



y« 6*_y* c 9 — V % ~ l ' 



Digitized by Google 



§. 76, 53. II. Theil. Dritte» Kapitel. 205 

Um die Bedeutung dieser Gleichungen zu erläutern, denke man 
sich q von q 0 bis wachsen , wo g 0 > c ist ; erhält man ferner 
die EUipsoide mit den halben grossen Achsen g 0 und Q lt welche 
offenbar confocal sind , in den Temperaturen 0 und 1 , so ist die 
Oberfläche eines jeden, welches man für ein zwischen Q 0 und g t 
liegendes q erhält, eine isotherme Fläche. Ebenso verhält es sich 
mit den beiden anderen Flächen, wenn nur 

c > > b 

v > b > v 

genommen wird. Die merkwürdigen Eigenschaften der drei so ent- 
stehenden Gruppen von Flächen, die sich übrigens unter rechten 
Winkeln schneiden, sind vielfach untersucht worden«; Lame' be- 
nutzt sie bei den Wärmeaufgaben für EUipsoide zur Einführung 
neuer Coordinaten statt der rechtwinkligen x, y, a, indem er diese 
durch die Achsen q, fi y v der drei Flächen ausdrückt, welche sich 
im Punkte x, y, s schneiden, also für x, y, z die einfachen Ausdrücke 
setzt, die man (s. u.) durch Auflösung der drei Flächengleichungen 
nach diesen Grössen erhält. 

Durch die üblichen Polarcoordinaten für das Ellipsoid g, 0, xp 
werden die rechtwinkligen x, y, * bekanntlich in folgender Art 
ausgedrückt: 

!xz=qcob6 
y = 1/^=6» sin 0 cos t/> ^ 0< < *\ 
z = 1q % —c % sin0 siny; v ^ 
man findet die Lame* sehen Ausdrücke, wie sie sich durch Auflösung 
der drei Flächengleichungen ergeben, wenn man in (53) setzt: 

CO80= 

bc 

(53,a)... /Binflco8V;= "\ L== 

byc'-b* (c> o > r) 

ain# sin ip = r 1 . 

Alle Zeichencombinationen erhält man, wenn fi alle positiven 
Werthe von 6 bis c und zurück durchläuft, während Yfi % —b x po- 
sitiv bleibt und ^c*— von der positiven ]/c*— 6* durchs Negative 
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continuirlich zu — yV— 6* zurückläuft. Unterdessen geht v von 
— 6 zu b während ]/ft*^"v« und } f c 9 — v* positiv sind; dann ändert 
)/&*— v* sein Zeichen während v von b zu —6 zurückkehrt. 
Die eingeführten Coordinateu heissen die elliptischen Coor- 
dinaten. 

§. 77. Nachdem auf den Gedanken hingewiesen wurde welcher der 
Einführung neuer Coordinaten zu Grunde lag, gehen wir auf syn- 
thetische Art zu Werke, und verbinden 6 und v mit zwei Buch- 
staben fi und v durch die Gleichungen (53, a). Diese Substitution 
ist gestattet, da die Summe der Quadrate der rechten Seiten von 
(53, a) wie die der linken 1 giebt; sind 0 und y> reell gegeben so 
findet man ein bestimmtes fi und v wenn man diejenigen Fest- 
setzungen über die Zeichen macht welche man am Schlüsse des 
vorigen Paragraphen findet, so dass also Winkeln 6 und \j>, welche 
zwischen 0 und liegen, positive Werthe von v und sämnit- 
lichen Wurzeigrössen entsprechen. Umgekehrt entsprechen gege- 
benen Werthen von fi und v in den Grenzen 6 und c resp. 0 und 
b, reelle 0 und yj. 

Es scheint zweckmässig, an dieser Stelle einige im Folgenden 
häufiger wiederkehrende Formeln und Festsetzungen zusammen zu 
stellen. 

a) Grössen die von ft, und v { abhängen wie 0 und i/> von fi 
und v, heissen 0 { und t/'» • 

b) Man bezeichnet durch * und £ folgende elliptische Inte- 
grale, deren obere Grenzen fi und v positiv reell sind: 

z = f" fr t=r g . 

für fi = c resp. v = b werden < und £, die dann nur b und c ent- 
halten, o) und © genannt. 

c) Die Functionen P,ü(cos0)cos m\fß, Pü(co»0)ainmi/f t die mit 
C£ und bezeichnet wurden, sind (p. 181) ganze Functionen von 
cos0, sin 0 cos \f>, sin 6 sin y>, lassen sich also mit Hülfe von (53, a) 
in ganze Functionen von pv, }V— °* yV-V, fö^pl/c^—v* trans- 
formiren. Diese so transformirten Functionen, welche vermittelst 
(53, a) identisch mit den ursprünglichen sind, heissen noch immer 
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C und S, und es werden ihnen die zur Deutlichkeit erforderlichen 
Indices oder Argumente beigefügt, so dass z. B. C[p f v] die Func- 
tion ist, welche nach der ursprünglichen Bezeichnung in C(d,y>) 
übergeht, wenn man für fi und v die Grössen 0 und \p einführt 
Dieselben Functionen von 0, und t*/, oder fi { und v t kann man 
zur Abkürzung, wenn das Verständnis» durch Fortlassen des obe- 
ren Index n nicht erschwert wird, einfach durch C und S* aus- 
drücken; man lässt dann die Argumente fort. Die Formen welche 
C und S nach diesen Substitutionen annehmen, findet man im fol- 
genden Paragraphen weiter erörtert. 

d) Die partielle Differentialgleichung, welcher P« genügt,* von 
der particulärc Lösungen auch durch die C* und S" ausgedrückt 
wurden, nämlich (48) nimmt durch Einführung der neuen Coor- 
dinaten die Form an 

(54)... ^ + ^+n(n+l)((i*-v*)f=0. 

§. 78. Mit Hülfe des §. 71 ist es möglicti, C und S auf 
doppelte Art durch fi und v auszudrücken, nämlich zuerst als 
endliche Reihe, dann als Integral. Da 0 einen Winkel mit posi- 
tivem Sinus vorstellt, so wird als erster Ausdruck von C und S 
erhalten, wenn man die Formeln dadurch in eine zusammenzieht, 
dass man die Gleichung für C m +iS m und C m — iS m giebt: 

(55) ... CZ[t*,v]±iS:\fi,v] = 

Vm \bcJ\ 6|/c«-6 8 - cyfc'-V ) ' 
(^~) ist bier dieselbe Function, welche früher durch dies Zeichen 
ausgedrückt wurde, nämlich 

*• = 2(2^=1) Vte) + etC * 

Der Werth von C und der von S, mit einer willkürlichen Grösse er 
ao zusammengesetzt wie es §.71 geschah, wird zweitens 

(55, a) ... "^"L > {(Z\f*,*\™ma+Sl[fi,v]%mma) 

& H\n-\-m)iL\n — m) 
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Man mag die Formel (55) oder (55, a) benutzen, so ist klar, 
dass die C und ebenso die S in vier Klassen zerfallen. 
Die C zunächst werden ganze Functionen von (i und v für ein 
gerades w, aber gleich yV — &«]/&* — v* mal einer ganzen Function 
von fi und v wenn m ungerade ist. Berücksichtigt man, dass nur 
solche Potenzen von fi und v enthält welche n— m gleichartig sind, und 
dass dieser Ausdruck um C zu geben nur mit geraden oder nur mit 
ungeraden Potenzen von ifi 1 — b l ^b % — v*, nur mit geraden von 
yc t — fi*^b t — v t zu multipliciren ist, so erhält man folgende ver- 
schiedene Formen von C, wenn G(p) eine ganze Function von fi 
und v vorstellt, in der alle Exponenten von u und v mit p gleich- 
artig sind, nämlich: 

CL = G(w-2mi); CÜ+i = ]^^PYS^V t G{n-2m-\). 
In jeder von diesen sind zwei Gattungen zu unterscheiden, je nach- 
dem n gerade oder ungerade ist. In ähnlicher Art hat mau zu- 
nächst SJJ = 0, allgemein 

Sf m = } r t^-b t ff — v* ^cS-fi* yV — c* G (n — 2 m) , 

Gehen wir zu besonderen Werthen von C und S Uber, 
und setzen zuerst p = b, ferner auch } f (**- : c*, 1 V — c«, J V — 6* 
für »iV-^u*, i,/c l -y% und t]//>«-v l , so wird für fi = b 

c:±is: = t±ir(&ß) m *® = (±<f <£h 

vergleicht man hiermit die obigen Formen, und bemerkt dass nun 
C? m +i = S 2w = 0 wird, so findet man 

CL[b, •>] = (-i)"«.^), Säl+ilM] = (-i)-«M..(y)- 

Für /t = c wird 

c±iS = 

daher 

s;i< ; ,v] = o; c:\c,v\ = p:(i). 

Unter den bisher aufgeführten besonderen Werthen war kei- 
ner befindlich, auf den sich S 2m reducirt, und der von 0 verschie- 
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den wäre; wegen der späteren Anwendungen untersuche man 
?m für fi = b, welches, wie man aus der Aufstellung der 

Formen für die C und S ersieht, endlich sein muss. Stellt f jene 
»weitheilige, in (55) zur m ten Potenz zu erhebende Grösse bei oberem, 
/i bei unterem Zeichen vor, so wird für p = b 

Den Werth von $ auf der rechten Seite findet man durch Dif- 
ferentiiren nach für ein gerades m 

~ b^c*^b* ^ c s 7 
so dass für fi = 6 »u setzen ist 

natürlich mit Ausnahme des Falles m = 0, für welchen auf der 
rechten wie auf der linken Seite 0 erhalten wird. 

Macht man in den Ausdrücken für C und S die Grosse v 
gleich unendlich, so erhält man andere einfache Werthe auf welche 
sich diese reduciren. Nach Division von (55) durch ** entsteht 
für v = oq 

(C±iS)v- m = (cosm^+tsinm^), 



wenn man wie oben yV — b* und yv*—c* gleich ty6* — v* und 
i^c* — v % setzt, und für fi einen Hülfswinkel % durch die Formeln 

einführt. Man hat also die beiden Gleichungen für v = oo 
^ m L^« C08 «^ +c « s i n ^ 7 J- "•L^cos^+c'sin^ 7 

m 

cos % sin tn% 

Anmerk. Zur Darstellung von C und <S durch das Integral 
(55, a) wurde die Formel für P benutzt, welche die n te Potenz im 
Zähler enthält; es wird nur der Bemerkung und nicht eines weite- 

Heine, Handbuch d. Kugelfunctionen. X4 
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ren Beweises bedürfen, dass ein ähnlicher Ausdruck sich durch 
Vertauschung von n im Exponenten mit — (n-f-1) ergeben hätte. 

§. 79. Im §.71 wurde hervorgehoben, dass die allgemeinste 
Form eines Integrals der partiellen Differentialgleichung (48), 
welches eine ganze Function von cos0, etc. ist, durch den Ausdruck 

(a) ... T(c.c: 

welcher also 2n+l willkürliche Constanten c und k enthält, dar- 
gestellt sei; es wird daher die allgemeinste Form eines Integrals 
von (54), welches eine ganze Function der drei Producte pv, 
JjS^b* Yb*^, yc^V^c'-v« sein soll, gleichfalls durch (a) 
gegeben. Der Kern der Lame" sehen Untersuchungen liegt nun 
darin, dass er zeigt, es lasse sich (54) auch durch (2» -M) Producte 
von der Form E(f)E(v) integriren, d. h. durch Producte von zwei 
Functionen, von denen die eine nur fi y die andere nur v enthält, 
und zwar hängt die eine E(p) auf dieselbe Art von fi wie die 
andere E(v) von v ab; die Function E{fi) ist ganz in Bezug auf 
fi, y^i* — b*, \fi* — c', wodurch die ähnliche Eigenschaft von E(v) 
in Bezug auf v, etc. von selbst mitgeteilt ist. Wir bezeichnen 
die Ausdrücke E als Lame'sche Functionen. Multiplicirt man 
jedes dieser Producte mit einer willkürlichen Constanten und ad- 
dirt, so hat man eine ganze Function von ^p* — ©*, fc*— fi\ 
v, yo*— v*, ic*— v* , mit 2n-f-i Constanten, die gleichbedeutend 
mit der ursprünglichen Lösung sein wird. 

Man hat also nachzuweisen, dass solche Producte in der ei> 
forderlichen Anzahl existiren, ausserdem aber: 

a) Dass die Producte E(fi)E(v) sämmtlich verschiedene Lö- 
sungen geben, d. h. solche, zwischen denen keine lineare Bezie- 
hung der Art besteht, dass die Summe der Glieder aE(fi)E(v), 
(wo die a irgend welche Constante bezeichnen, die nicht alle 0 
sind, und wenn über alle E summirt wird) nicht identisch ver- 
schwinden kann. Dies ist erforderlich, damit man wirklich eine 
Function mit 2n+l willkürlichen Constanten zusammensetzen kann. 

ß) Dass die allgemeinste Form einer Function, welche der Dif- 
ferentialgleichung (54) genügt, und ganz in Bezug auf die drei Pro- 
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duete fiVj etc. ist, mh der allgemeinsten Form einer solchen über- 
einstimmt welche der Differentialgleichung genügt, und ganz in 
Bezug auf die sechs Grössen v, Yfi'—b*, etc. ist. Dieses lässt 
sich schon an der gegenwärtigen Stelle zeigen: geht man nämlich 
auf (48) zurück, so enthält das allgemeinste Integral, welches eine 
endliche Function darstellt ausser den mit C und S bezeichneten 

Grössen noch lineare Verbindungen 

«*=*> 

£ (c m cosroi//-f Ä w sinwiU>)P«(cos0) 

und ähnliche, in denen Q statt P auftritt. Sollen diese, in fi und v 
umgesetzt, bei gehöriger Wahl der c und k, ganze Functionen 
von den sechs Grössen p, v, etc. liefern, so müssen sie auch für 
einen besondern Werth von ft, z. B. fi = c, ganze Functionen von 
v, fo 9 — i>*, jV— v* werden. Dieser besondere Werth entspricht 

aber (p. 205) den Ausdrücken cos0 = y, y = 0, so daas 

bei gehörig gewählten c und A, ganz nach v, ^o*— v% yc*— V 
wäre. Nun wird aber jede lineare Combination der @(-r) für 
v ss b unendlich, da Q m (x) für x = 1 in's Unendliche wächst, und 

m 

zwar Q 9 etwa wie ein Logarithmus, Q w wie (x* — 1) *, was man 
sogleich aus den Reihen ££ erkennt. Da die Q m auf verschie- 
dene Art in's Unendliche wachsen, und die P für xssl verschwin- 
den, so müssen alle k Null sein. Aber auch die P deren unterer 
Index i» grösser als der obere n ist müssen fehlen, da wenn m>w, 
die P für ein gewisses Argument, und zwar gleichfalls wie ver- 
schiedene Potenzen derselben Wurzelgrösse (cf. p. 126 die Be- 
merkung zu Gleichung (36,6)) unendlich werden. Es kann daher 
eine ganze Function der sechs Grössen fi t v, etc., die unserer Dif- 
ferentialgleichung genügt, nur linear aus den ganzen Functionen C 
und S der drei Producte pv, etc. zusammengesetzt sein. 

Die Einführung der oben erwähnten Producte E{ji)E(y) ver- 
dankt man Lame*; die andere Form der Lösung unserer Diffe- 
rentialgleichung (54) vermittelst der (2n+l) durch (55) oder (65, a) 
gegebenen Functionen C und S hat der Verf. zuerst mitge- 

14* 
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theilt *) und mit Hülfe derselben die Aufgabe aus der Wärmetheorie, 
welche Lame* im vierten Bande des Liou ville'schen Journals 
löste, aufs neue behandelt. Der Verf. zeigte am obigen Orte ohne 
Benutzung der transformirten Differentialgleichung (54), auf die 
hier angegebene Art, dass das Integral (55, a) eine particuläre 
Losung dieser Differentialgleichung sein müsse. Jacob i **) hat 
Bpäter mit Hülfe der Additionsformel fUr die elliptischen Functio- 
nen durch directes Einsetzen des Ausdrucks (55, a) in die Gleichung die 
genannte Eigenschaft des Integrals einfach verificirt, während der 
Verf. die nachträgliche Verification nur durch eine äusserst lästige 
und daher zur Veröffentlichung nicht geeignete Rechnung auszu- 
führen im Stande war. 

In den nächst folgenden Paragraphen werden zunächst die er- 
wähnten Functionen E aufzusuchen, ferner Hülfsmittel, um den 
Punkt (a) zu erledigen, anzugeben sein, und endlich wird auch 
der Beweis der Behauptung in (<*) geführt. 

§. 80. Soll (54) eine particuläre Lösung f von der Form 
E(ji)E(v) besitzen, so muss man offenbar die Gleichung haben 

Da auf der linken Seite E(v) mit einer Function von p allein — 
sie sei FQi) — multiplicirt ist, so hat man die Gleichung 

worin die Bedeutung von <l>(v) ohne weiteres _ klar ist; es kann 
also F(ji):E(n) kein fi enthalten, oder es ist eine Constante, die- 
selbe wie 0(y) : E(v). Nenut man diese (V+c*)]?, indem es wegen 
des Folgenden besser ist, sie nicht durch einen einfachen Buch- 
staben B zu bezeichnen, so müssen die Functionen E so beschaffen 
sein, dass sie die gewöhnlichen Differentialgleichungen 



(56) 



[H(n+l)*'-(b'+c')B]E(p) = 0 



*) Crelle, Journal f. Math. Bd. XXIX: Beitrag aur Theorie der Ansiehung 
und der Wärme. 

•*) Crelle, Journal f. Math. Bd. XLII: Auszug eines Schreibens des Prof. 
C. G. J. Jaeobi an den Verfasser. 



■ 
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erfüllen, Setzt man für * und f ihre Werthe ein, so verwandelt 
sich die erste in 

(56,«) ... ^_6 W -.c«)^l +f t(2^-6^c«)^l 

+ [(6 t +c*)Ä-n(ii+l)^ r I£:( i ti) = 0, 

während die Differentialgleichung für E(y) aus der vorstehenden 
durch blosse Vertauschung von p mit v entsteht. 

Dass E der Differentialgleichung (56, a) oder (56) genügt, war 
erforderlich, damit f = E(ji)E(y) die Gleichung (54) erfüllt; 
es ist aber auch hinreichend. Multiplicirt man nämlich die erste 
Gleichung in (56) mit E(v) die zweite mit E(ji) } macht E(p)E(v) = f 
und addirt, so entsteht genau (54). 

Da (56, a) fUr jede Annahme von B Werthe für E giebt, so 
kann man unendlich viele Zerlegungen von f in solche Producte 
E(fi)E(p) vornehmen; die Zahl der Zerlegungen wird aber 
endlich, und genau gleich (2»-fl), indem genau für 2n+l 
verschiedene Werthe von B eine Lösung von (56) (eine Diffe- 
rentialgleichung zweiter Ordnung hat zwei verschiedene particuläre 
Lösungen) eine ganze Function, von p, YfÄ^P, >V Ä — c% > re8 P- 
von v, etc. giebt, und wir nur solche Zerlegungen suchen. 

§. 81. Wenn wirklich Functionen E der Art wie es §. 79 an- 
gegeben war, existiren, so sind sie offenbar so beschaffen, dass 
jedes Product sich linear aus den C und S zusammensetzen lässt 
und umgekehrt, dass C und S sich linear aus ihnen zusammen- 
setzen lassen. Man kann, von diesen Betrachtungen ausgehend, 
untersuchen, ob auch die E in verschiedene Klassen zerfallen, die 
der Klasseneinteilung auf p. 208 entsprechen, so dass eine Klasse 
die nach p ganzen C, eine zweite die y^i* — -b % als Factor enthal- 
tenden C, eine dritte und vierte die verschiedenen S hervorbringt. 
Es wird sich später, im §.83, sehr leicht ergeben, dass der Grad 
von E(ji) in Bezug auf (i, j^ — b*, ]V— /«*, gleich n sein muss, 
so wie auch dass jedes nur gerade oder nur ungerade Potenzen von 
ft enthält; um sogleich eine für späterere Betrachtungen geeignete 
Bezeichnung einzuführen, versuche man (2n-fl) Functionen E zu 
bestimmen! die in Klassen K, L, M, N zerfallen, welche die Form 
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haben: 

/ K Gu) = g 0 p + g { + |u- -* + etc. ; (o +1) ; 

U» = * - 6 * y> » - {g 0 - 2 + & fi»-*+ etc.) ; (*); 

Lassen sich wirklich dieselben in gehöriger Anzahl bestimmen, so 
erhält man auf angegebene Art, nämlich durch eine Summe von 
2n+l Producten aE(/i)E(v), in welcher die a Constante bezeich- 
nen, eine Lösung, welche ebenso allgemein ist, wie (a) im §. 79. 
Die Grössen B, welche diese Lösungen verschaffen, werden wir, 
je nachdem sie ein K oder L etc. hervorbringen durch 2, 3tt 
und $1 unterscheiden. 

Es sind den Formeln für K, etc. , in welchen die g offenbar nu- 
merische Constante bezeichnen sollen, in Parenthese Zeichen <r-fl, etc. 
beigefugt; die Bedeutung dieser Zeichen zu erklären, machen wir 
darauf aufmerksam, dass offenbar die K, L, etc. resp. nur die & m 
Ckm+i, Sim+i, S 7m erzeugen können, indem z. B. C2» eine ganze 
Function von und v ist, also sicher keine Producte L(fi)L(y), etc. 
in linearen Verbindungen enthalten kann. Es ist nun jedesmal 
angegeben, bei den K wie viele C 3m > bei den L wie viele C 2m+ i, etc. 
existiren, wie viele Functionen resp. K oder L, etc. man also zu 

erwarten hat, und nachher wirklich findet. Zur Abkürzung Wurde 
fi ^| j 

o = — - oder = gesetzt, je nachdem n gerade oder ungerade ist. 
z z 

§. 82. Die Gleichung (56, a), die zu betrachten ist, gehört 
nicht zu der einlachen Art, welche bisher durch Reihen mtegrirt 
wurde, sondern zu der Klasse, welche Euler am Schlüsse des 
VIII. Kapitels im zweiten Bande der Integral -Rechnung Sectio \ 
no. 992 einführt, in denen jedes Glied der für das IntegraJ ge- 
suchten Reihe durch zwei vorhergehende bestimmt wird. In sol- 
chen Fällen gewinnt man in der Regel nicht leicht ein übersicht- 
liches Gesetz, nach dem die Reihe zu ordnen ist, und Euler hat 
deshalb im IX. Kapitel Mittel zur Transformation solcher Jtfffe- 
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rentialgleichungen gegeben, die in ziemlich allgemeinen Fällen aue- 
reichen, um sie in eine andere zu verwandeln, die durch einfachere 
Reihen integrabel ist. Alle diese Mittel führen bei der vorliegen- 
den Gleichung, so lange b und c allgemein bleiben, nicht zum 
Ziele; ist 6 = 0, so verwandelt sie sich in 

M , (^ , -c , )^+f«(V-0-g-+[o , Ä-»(»+i)^ r l£ = o. 

Würde man hier B — 0 t 1", 2*, ... n* machen, und fiss ersetzen, 
so würde sie in (39,6) Übergehen, also dnreh die (n-f 1) Functio- 
nen ^Q~—~-~) »ntegrirt werden, d. h. für ein gerades n durch 

o*+l Functionen P 0 , P f , P 4 , etc. mit dem angegebenen Argument, 
die sämmtlich von der Form K sind, und durch n — a Functionen 
P t , P,, etc. von der Form M. Ist n ungerade, so sind die o*+l rJ , 
Ausdrücke P,, P„ etc. von der Form K, die n— <r übrigen P 9f P tt etc. 
aber M. Macht man b=*c, und fi=*cx, so heisst die Gleichung 



(^-l)^+2x(^-l)^+[2Ä-n(n+l)^]^ = 0 



K oder JV (denn ifS-b 1 YjS^c* wird ^-6*), an der ZaWa + 1, 
für m=l, 3, etc. genau n — a von der Klasse L oder M sind. 

§. 83. Gehen wir auf den allgemeinen Fall zurück, geben 
also 6 und c nicht besondere Werthe, so sind zunächst nach Lamers 
Art die ganzen Functionen von p aufzusuchen, welche bei passend 
gewähltem B, welches dann £ heisst, (56, a) integriren. Würde man 

E = ap* + a x fi a - 1 + a t p a - 2 + etc. 
setzen, wo a eine ganze Zahl bezeichnen muss, und die Reihe nur 
nicht negative Potenzen von p enthält, so würde nach der Sub- 
stitution von £ in die linke Seite von (56 > o) das Glied, welches die 
höchste Potenz von fi enthält 

o(«(«+l)-»(»+l)),.° +5 



n 



stimmt also für 

2ß = n(n + l), n(n+l)— 1*, »(» + 1) — 2*, etc. 

mit (39) uberein, wird daher *+l Integrale oder was 

dasselbe ist ^(-y) enthalten, die für ro = 0, 2, etc. von der Klasse 



. i- .» *» 
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sein; damit es verschwinde ist a = n zu machen, so dass wirklich, 
wie §. 81, S. 213 behauptet wurde, E eine Function vom Grade 
wird. Ferner übersieht man sogleich dass eine lineare Gleichung 
zwischen a und a t , dann zwischen a, a* , a 4 ; zwischen a t , a 4 , a, , etc. 
entsteht, dass man also ein Integral erhält, wenn man auch a x = 
a 3 = a 5 etc. = 0 macht. Wir setzen daher um Weitläufigkeiten zu 
vermeiden, sogleich für E eine Reihe der Form K aus (57), also 
für E(fi) 

ein*), die mit oder fi { schliesst, je nachdem n gerade oder un- 
gerade ist; ausserdem machen wir zur Abkürzung 

Würde man nur (i r für E in die Differentialgleichung substituiren, 
so würde man 

(r - ») (r + «+ l> r+2 + J>(Ä - r«)^ +f r (r — 
erhalten; multiplicirt man diesen Ausdruck mit dem Factor g m - r von 

fi r in K, und summirt über alle r, setzt darauf alles was in dieselbe 
Potenz von fi multiplicirt ist gleich Null, so entsteht dadurch dass 
der Factor von / ti n + 2 - 3w verschwinden muss 

2m(2n + l — 2m)g m = 
p (Ä - (n + 2 - 2w) , )^- 1 + ?(n+ 3 - 2i»)(»+ 4 - 2m) g^ . 
Macht man der Reihe nach m = 1, 2, etc., <r+l, und bemerkt, dass 
<7_i, «fa+i, etc. nicht existiren also = 0 zu setzen sind, so 

entstehen die Gleichungen 

2(2n-l)a =p(Ä-n')^ 0 
4(2n~3)^ =p(Ä-(«-2)«H+^(»-l)^ 0 
6(2» — 5)$f, = p(R — (n — 4) i )g t +q(n — 2){n — 3)g l 
8 (2» - 7) & == p (fl - (» - 6)») g t + f (n - 4) (« - 5)</ 8 
etc. etc. etc. 

2a(2n+l-2o')y ff =^(^-(« + 2-20-)«)^! 

+ ?(»+ 3 — 2ff)(»-f 4 — 2a)^ a « 2 
0 = »(^-(«-20)«)^ + ?(n+l-2a)(n+2-2a)^_ 1 - 

*) Die Integrationen der Differentialgleichungen in diesem und den nächsten 
zwei Paragraphen sind in Lamers Le^ons sur les fonetions inverses etc. §. 195—197 
rollständiger als an der Stelle, an welcher sie zuerst auftreten (Liouville J. d. 
M. Bd. IV) ausgeführt. 
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Aus der Grösse g 0 , die der Natur der Sache nach willkürlich 
bleibt, und £ bestimmt man g t vermittelst der ersten Gleichung, 
aus der zweiten g t , etc., aus der 0 lrn endlich g a ) es wird g x 
eine ganze Function ersten Grades von Ä, also g % vom zweiten, 
etc., g a vom <7 f * n Grade. Die Bedingung für die dass die 
Reibe für K nicht negative Potenzen von fi enthalte, wird durch 
die <r-f*l'* Gleichung zwischen g a und g a ^ ausgedrückt; berück- 
sichtigt man den Grad von g a und g g _ t nach so ist dieselbe 
offenbar vom o*-f V* n Grade. Man hat also diese Gleichung zu- 
nächst auf dem angegebenen Wege zu bilden; man wird später sehen, 
dass sie genau so viele verschiedene "Wurzeln Ä', £*, ... St" 
hat, als ihr Grad <7-f 1 anzeigt. Indem man in die gefundenen 
Ausdrücke für die g die verschiedenen # substituirt, erhält man 
o+l Functionen K, die man durch** Indices unterscheiden kann, 
und zwar mag für St = ff ( ' } , g m vollständig und K vollständig tf* 
genannt werden *), so dass 

^(^«^V+^V^+ctc. 
wird; der Symmetrie halber erhält auch die willkürliche Constante 
g 0 den oberen Index *. Es haben sich also Functionen K in der 
erforderlichen Anzahl ergeben, vorausgesetzt dass die Wur- 
zeln sämratlich verschieden sind. (Der Punkt («) des 
§. 79 ist dann allerdings noch nicht erledigt; es handelt sich hier 
nur um die Anzahl der erhaltenen K ohne Ellcksicht darauf, ob 
es noch möglich ist, sie durch lineare Gleichungen zu verbinden.) 
Um diesen Nachweis zu führen bemerke man, dass die Glei- 
chung für £ von der Form 

ft' +I +«ft a +/fft Ä - , + etc. = 0 
ist, wo die a, fi, etc. ganze Functionen von q bezeichnen, rationale 
nach p; die Art, wie diese Gleichung gebildet wurde, zeigt dies 
sogleich. Stellt man sich die Aufgabe, sämmtlichc ganze Functio- 
nen welche (56, a) integriren, wenn 6 = c, aufzusuchen, so kann 
dies vermittelst der bequemeren Methoden des ersten Theiles ge- 

*) Es ist vorläufig überflüssig, den Buchstaben n als Index anzuhängen, da 
immer Ton Functionen mit demselben n die Rede ist. Wechselt «, so wird n 
als unterer Index beigefügt. 
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scheben; wir wissen durch diese, dass die sämmtlichen Functionen 

^m(-y) sind. Man muss also dasselbe Resultat durch die Inte- 

grations- Methode dieses Paragraphen erhalten. Dadurch entsteht 
aber genau dasselbe System von Gleichungen wie oben, nur dass 
p und q die besonderen Werthe 26», 6 4 erhalten. Man findet also 
zur Bestimmung der ß genau dieselbe Gleichung die wir so eben 
erhielten; nur muss in et, ß etc. für p und q der besondere Werth 
gesetzt werden. Jedes St, welches der Gleichung genügt, leistet 
das Erforderliche. Setzt man b = c so können dadurch versebie- 
dene Wurzeln zwar gleich, aber nicht gleiche verschieden werden; 

in diesem Falle sind aber (§. 82) die Wurzeln W( * +1) , — a * . 

n(n-fl) — 4* , . , , , „ , , 
2 , etc., verschieden und + 1 an der Zahl. 

Hiermit ist allerdings der Beweis von der Verschiedenheit der 
Wurzeln noch nicht vollständig geführt, sondern nur gezeigt, dass 
nicht zwei von ihnen gleioh sein können, so lange b und c allge- 
mein bleiben, und dies mag vorläufig gentigen. Für gewisse 
Werthe von 6 und c werden wirklich Wurzeln gleich, (m. 
vergl. auch die Beispiele am Schlüsse des Paragraphen) aber diese 
Werthe von b und c sind imaginär und kommen bei uns deshalb 
nicht vor. Im folgenden Kapitel wird sich eine andere Form der 
Gleichung für die Ä ergeben, aus der man durch algebraische Mittel 
ohne Hinzuziehung der Integral -Rechnung beweist dass die Wur- 
zeln für alle reellen b und c sämmtlich verschieden und reell sind. 
Letzteres, die Realität der Werthe, ist schon von Lame* nachge- 
wiesen, und zwar durch das Verfahren, welches im §. 86 mitge- 
theilt wird, während die Verschiedenheit der Wurzeln sich erst 
bei Liouville *) erwähnt findet, der Folgendes darüber sagt: 
M. Lame* a prouve* que ces racines sont toutes reelles; il s'est 
servi pour cela d'inte'grales däfinies: ajoutons qu'en employant con- 
ven ab lernen t le the*oreme ou plutöt la m£thode de M. Sturm, on 



*) Liouville, Journal de Math. T.Xl: Lettre« aur diverses questiona 
lyse et de physique mathe*matique concernant reUipsoäde, adresseea a M. P. tt 
Blanchet. Premiere lettre, p. 221. 
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aurait pu däraontrer d'une moniere plus simple encore que les ra- 
cines de chaque e*quation en B sont re*elleB et inegales entre elles. 
An dieser Stelle zogen wir vor, nicht auf dem hier angedeuteten 
sondern auf obigem Wege die Verschiedenheit der Wurzeln nach- 
zuweisen; später (§.86) wird nach Lame* ihre Realität gezeigt. Auf 
die eben erwähnte zweite Fo*m der Gleichung für die Ä, in derp 
und q nicht selbst vorkommen! soll im §. die Sturm'sche Me- 
thode zum einfachen Beweise der genannten Eigenschaften ange- 
wandt werden. 

Dass ferner die K selbst verschieden, und dass nicht zwei von 
ihnen identisch werden, die zu verschiedenen St gehören, erkennt 
man schon an g. : man hat nämlich 

g 0 P 2(2»-l)' 

einen Ausdruck also, der bei jeder Aenderumg von St seinen Werth 
selbst ändert. 

Im folgenden Kapitel wird die Gleichung der mit den bei 
orthogonalen Substitutionen entstehenden Gleichungen in Verbin- 
dung gebracht. 

Beispiele: Für » = 0 wird es nur ein K geben, und zwar 
K = 0«, gleich einer Constanten; für n = 1 wird K = g^p. Für 
n = 2 also 9 = 1 muss K von der Form sein : 

und unsere Gleichungen gehen in die beiden 

über. Dies giebt für Ä 
also zwei Werthe 

qnA entsprachen! 
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Für n = 3 wird o = 1, ferner 
daher 

* = 0o/*(/* , +P^p), 

0 = n f (Ä — l)(Ä-9)+60f. 
Für n = 4 oder a = 2 igt 

Ä^&^+fcM'+fc, 

2O&=p(ff-4)0 1 +12^ # , 
0 = pJty t + 2^, 

folglich 

fl-16 
& = P& — 14 — > 

n _ p«(ft-4)(g-16) + 168g 
Ä 28Ö ' 

p , fl(#-4)(fl-16) + 1689^+40^(^-16)=: 0. 

Für 6 a= d. h. p = 2o f , g = 6* verwandelt sich die letzte Formel 
in Ä , — 20Ä , + 116^—160 = 0, hat demnach die Wurzeln 10, 8, 2, 
wie es nach den obigen Bemerknngen sein muss. 

Wird z. B. im Falle n = 2 ftlr 6 und c ein solcher besonderer 
Werth gesetzt, dass 3^ ■» p s , so hat die Gleichung zwei gleiche 
Wurzeln Ä°=Ä I =2. Die Bedingung sagt, dass dann 6*+c 4 — oVesO, 

d. h. ^rp^i — 0 Bem muss, so dass b und c in diesem Falle nicht 
beide reell sind. M, vergl. p. 218. 

§. 84. Nachdem über die K gehandelt worden ist besteht 
nun die zweite Aufgabe in dem Aufsuchen von (n — a) Functio- 
nen L\ mit Rücksicht auf die Form derselben in (57) mache man 
L = *y/**— 6 Ä , wo » eine ganze Function (»— l) 1 *" Grades von p 
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werden muss, und stelle durch Einsetzen in (56, a) die Gleichung 
für * her. Diese wird 

V - 6«) **) ^~ + fi ( V -p- 2c') *• 

+ (p2-c t -(n-l)(n + 2) t i t )z = 0; 
wie im vorigen Paragraphen behandelt giebt sie 
2m(2n-2m+l)g m = (p@-(n+l-2m)*)-c\2n + 3-tm))g m .. l 

4- q (n + 2 — 2m) (n + 3 — 2m) , 

also 

2(2»-l)^ = (p(8~(ii~l)*)-(2ii-l)c«)^, 

4(2*-3)<fc = (p(e-( w _ 3 )')-(2n-3)c')^+ g (ii-l)(ii-2)^ Ä , 

etc. etc. 
2(»_ <r -l)(2(F+3)^. 0 - 1 = (p(%-(2o+3-n)*)-(4o+l-2n)c t )g n _ il _ i 

+g(2<7+4 — n)(2<7+5 — »)^ a -s, 
0 = (p(ß-(2ff+l-») t )~(4<y+3-2n)c , )^ 0 . 1 

+ ? ( 2a + 2 — ») (2a + 3 — n) g^ 2 . 
Benutzt man diese Gleichungen wie die entsprechenden des vorigen 
Paragraphen, so findet man alle n — o Grössen g durch 8, und 
schliesslich 2 durch eine Gleichung vom Grade n — a. Dass diese 
verschiedene Wurzeln, welche mit 8 1 , 8*, etc. 8"~* bezeichnet wer- 
den, haben muss, dass also n — a verschiedene 8 entstehen, sieht 
man ein, indem man wieder auf den besonderen Fall b = c zurück- 
geht; da in diesem die Differentialgleichung der E in die der 

*"(tt) ÜDer 6 ent » 80 8 t»n m t die so eben integrirte der s mit der 
überein, welcher die Grössen 

genügen. Würde man diese Differentialgleichung, welche nur und 
immer für die n — a ungeraden Werthe m= 1, 3, etc. ganze Functio- 
nen von fi liefert, nach der allgemeinen Methode behandelt haben, 
so hätte der entsprechende specielle Fall der Gleichung für die 8 
entstehen müssen; diese giebt als doppelte Werthe der Wurzeln 8 
28 = »(»+1)— 1, — 3\ *(n+l) — 5*, etc. 

Man wird ohne weiteres die eben angestellten Betrachtungen 
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auf die M übertragen, Wenn man überall b mit c, 8 und L kttil 9tt 
und M vertauscht. 

Beispiele: Für n = 0 existirt weder L noch M. 

Für n = 1 ist L = g, tfF^o 1 , M = g 0 

Für n = 2 ist L = 4 g /* tfji^b*, M = g 0 fi fa' — c*. 
Für n = 3 ; also ff = 1 wird 

wenn a 0 uud ^ in der oberen Reihe andere Constante als in der 
unteren bezeichnen. Um die oberen zu bestimmen, benutzt man 
unser System von Gleichungen und findet 

10& =(p(Ö-4)-5c«)^, 
( P 8 — <?') ( ? (8 — 4) — 5c«) + 20g = 0 ; 
für die g der unteren Gleichung und die daher 

10^ = (p(2)J-4)-56«)^, 
(p2K-6 , )(p(3)i-4)-56 , ) + 20g = 0. 
Für « = 4 oder ff = 2 wird 

( p (8 - 1) - 3c') (p (8 - 9) - 7c») + 84a = 0. 
Für 6 = c geht diese Gleichung in 

über, hat also, wie es sein muss, die Wurzeln ~- und 

§. 85. Es bleibt noch der vierte Fall zu behandeln, d. h. 
man muss die JV aufsuchen, welche in (56, a) enthalten sind; zu 
diesem Zwecke setze man in die Gleichung für E oder N 

und hat dann die ganze Function * aufzusuchen, welche 

integrirt. Wenn später wieder 6 = c gesetzt wird, so gehen alle 
Integrale der Gleichung für E, welche Functionen von dem Cha- 
rakter JV liefern , in ganze Functionen von f* also in Ausdrücke 

* ) g era ^ em m über; indem man diese = ((**— 6*)* setzt, 
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und alle ganzen Functionen z von fi sucht, welche der dann ent- 
stehenden Differentialgleichung genügen, wird man die z nicht er- 
halten, wenn man diese P m sämmtlich durch p l — b* theilt, indem 
P 0 durch diese Grösse getheilt, keine ganze Function giebt: man 
wird alle Integrale der vorstehenden Gleichung, unter der Voraus- 
setzung 6s=c, für* finden, die nach fi ganz sind, wenn man alle 

1 m 

für m = 2, 4, etc. nimmt. Die Wurzeln 9t werden sich also für 
b s c in 

29t = n(« + 1)-2', Ä (n+i)_4«, etc. 
verwandeln müssen. 

Die Integration der Gleichung wenn 6 und c allgemein blei- 
ben, giebt 

2f/i(2n-f 1 — 2»»)0 m = — 1 — (»_ 2m)(n — 2m + 2))y M . I 

_ , a +q(n+l-*m)(n+2-*m)g^ 9 
also das bystem JhS 

2(2n-l) 9l =p(M-l^n(n-2))g 9 , ^ 
4(2»- 8)^, =p(9Z-i_(„_ 2 )(«-4))^-f g («-2)(n-3)^, ^| 
6(2*-%, =p(^-l-(»-4)(n-6))^+ g («_4)(»-5)^, "3 
etc - etc. etc. tÄ 

(2c;-2)(2 W +3-2(T)^_ 1 =p(^-l-(«-2(T4-2)(«-2o- + 4))^ 2 ^ 

+ q{n+*-2a)(n + 3-.2o) 9a ^, :? 
0 = p(^-l-(n-2a)(n-2a+2))^ 1 ~? 
+ q((n+ 2 - 2<r) (n-f-1 — 2a)^ fl-2 . » 
Diesen Gleichungen ist nach den früheren Erörterungen nichts 
weiter hinzuzufügen, als die 

i 

Beispiele. Für n = 0 und n = 1 existirt kein JV. 
Für n = 2 ist 

Für n = 3 wird 

Für #» « 4 endlich bat man a = 2, also 

p*(B-l)0R- 9) + 28^ = 0. 
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Für 6 = c entsteht 

SP — 1091 + 16 = 0 
und glebt die Wurzeln 2, 8. 

§. 86. Es ist jetzt bewiesen, das» die (2n + l) Functionen E, 
so eingeteilt wie (57) es angiebt, wirklich existiren, und §. 83—85 
enthalten die Methoden durch welche man dieselben nach Auf- 
lösung einer Gleichung wirklich auffindet. Man sah, dass die E 
im gewöhnlichen Sinne verschieden sind, dass nämlich zwei weder 
identisch sein noch sich nur durch einen constanten Factor unter- 
scheiden können. Sollen dieselben aber zu den im §. 79 angege- 
benen Zwecken dienen, so darf auch (cf. daselbst a) keine lineare 
Verbindung von Producten 2aE(ji)E(v) für alle p und v ver- 
schwinden, wenn sich die Summation auf die verschiedenen E und 
willkürlich gegebene Constante o, die von einem Producte zum 
andern wechseln können bezieht. Man bemerke, dass nur 2n + l 
Producte in der Summe vorkommen ; es war nämlich jedes Prodact 
E(ji)E(v) so zu verstehen, dass E(v) genau dieselbe Function ist, 
wie E(ji), dass also nur Glieder wie 

aK'(p)K 8 (v), aL'(ji)L'(v), etc. 

nicht aber 

atf»*», aK'(f*)L\v), aK'<j*)L\v), etc. 
vorkommen, in welchen * sich von t> unterscheidet. 

Soll eine Summe wie 2aE(fi)E(v) verschwinden, so 
dividire man durch V* und setze v= oc; da v~ n E(y) sich dadurch 
in g 0 verwandelt, also die Summe die Form 2ag 0 E(p) oder £aE(p) 
erhält, so muss 2aE(ft) für alle fi gleichfalls verschwin- 
den. Dieser Ausdruck zerffcllt zunächst in die Summe zweier 
Theile t/+ F)V— c% wo U und V ganze Functionen von p und 
y^** — 6 1 sind; er kann nicht verschwinden, wenn nicht U und V 
für sich verschwinden, weil sonst Yfi* — c* eine rationale Function 
von fi und >V 1 — °* wäre. U und V haben wiederum die Form 
G+Hjn 9 — b\ wenn G und H ganze Functionen von u bezeich- 
nen; sie können folglich nur dann verschwinden, wenn Gs=H=0. 
Fasst man dies zusammen, so folgt, dass die vier Theile 
ans denen 2aE(p) besteht, und welche die Form haben 
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2a'K°(n), 2 a'L'i/i), 2 a'JT», 2 a*N'(f*), 

für sich verschwinden müssen, wenn 2aE{fi) = 0 sein soll. 
Es wird nun nach La ine" durch eine Methode, welche der Art 
entspricht, auf welc'.c bei früheren Gelegenheiten die Coefficienten 
in gewissen Ent Wickelungen bestimmt wurden, gezeigt, dass diese 
Ausdrücke nicht verschwinden können, ohne dass alle a gleich 0 sind. 
Um alle vier Fälle gemeinsam zu behandeln, beziehen wir die 
Untersuchungen auf den Buchstaben E und werden an dieser Stelle 
unter E* und E" gleichartige E verstehen, d. h. solche, die beide 
zugleich zu den K, oder zugleich zu den L, etc. gehören. 

Man multiplicire die erste Gleichung (56) p. 112, die man auf 
E 3 beziehe, mit E v } ferner mit 

=- = dt 

und integrire nach fi von 6 bis c, oder was dasselbe ist nach « 
von ü bis w (cf. p. 206, 6). Dann wird 

(ö)... (b % +c % )By E?E u dt-n{n+l)J 

(I 

nach zweimaliger Integration durch Theile verwandelt sich die 
rechte Seite in die Summe des Integrals 

ii 

und von 

„ dE* „. dE v - 



L dt d* X 



Das letzte Glied ist aber = 0, wie man einsieht, wenn man an- 
statt nach € nach p differentiirt und dafür mit ip*— 6* /c*— (i* 
multiplicirt; denn 

rrfE* dE v 
fr— — 

dp dfi 

wird gleich G{fi), wo G(ji) eine ganze Function von p bezeichnet, 
zunächst wenn die E zur Klasse K gehören; es wird aber noch 
dieselbe Form behalten, wenn JE = L, etc. war. Denn, drückt man 

Heine, ilandbuch d. KugelftroctioneD. X5 
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immer durch G ganze, wenn auch verschiedene Functionen aus, 
so ist 

dV G 



N v = fiF-b i J f i t -c t G, 



dM" _ G 
dN* G 



dp Y^KZpff^?' 
es verschwindet daher die nach * differentiirte, in den eckigen Pa- 
renthesen eingeschlossene Grösse und die linke Seite von (a) wird 
nur gleich 

ändert sich also nicht durch Vertauschung von * mit v. Es folgt 
hieraus dass 



dass also das Integral selbst verschwindet, wenn * und v verschie- 
den sind. War s und v verschieden, so verschwindet daher das 
Integral; es verschwindet nicht, wie man sogleich sehen wird, wenn 
s = v. War E* reell oder rein imaginär, so ist das Integral des 
Quadrates, einer Grösse die ihr Zeichen nicht wechselt, 

f*E*E?d* 

sicher nicht 0 ; wir zeigen also nur noch, dass E nicht complex sein 
kann. Hierzu wird nachgewiesen dass die B säinmtlich reell sind; 
aus der Art, wie die Coefficienten g der E gebildet wurden, folgt 
dann, dass auch diese reell oder rein imaginär sein müssen. 

Sollte nämlich £* imaginär sein, so nehme man für B v die 
conjugirte Wurzel; war E" = p+qi so wird E v = p—qi, es müsste 
also 

f Vr de = f\p % +q*)d* 

o u 

gleich 0 sein, was unmöglich ist. Man hat daher folgende Punkte 
bewiesen : 
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1) Sämmtliche B sind reell. 

2) f*E*E"dt, wenn E° und E" gleichartige E bezeichnen, 

verschwindet sobald * nicht gleich v genommen war. 

3) Das Integral verschwindet nicht für s = v. 

Hieraus folgt nach der Methode des §. 15 unmittelbar der Satz: 
Ist eine Function /"(^) in eine Reihe von gleichartigen E (mit 
denselben «) entwickelbar 

^) = ^£», 
so kann die Entwickelung nur auf eine Art geschehen, und die a 
sind bestimmt durch die Gleichung 

«y >W E>)E>)(fc = f U f(!*)E*(ti)d*, 

0 0 

aus der sich jedes a finden lässt, da das Integral auf der Linken 
nicht verschwindet. Man zieht endlich hieraus den Zusatz, auf 
dessen Beweis es in diesem Paragraphen eben ankam: War f(f*) 
gleich Null, so müssen alle a Null sein. 

Als Erweiterung des Satzes kann man hinzufügen, dass 
auch die Entwickelung von f(p) bestimmt ist, wenn f nur über- 
haupt nach E (mit gleichen n) geordnet werden darf. Zerlegt man 
nämlich, wie am Anfange dieses Paragraphen f(fi) in vier Theile, 
so ist der eine Theil nach den K entwickelbar etc. etc. 

§. 87. Aus den bisher gefundenen Eigenschaften der E las- 
sen sich einige einfache Folgerungen ziehen, die im folgenden Ka- 
pitel wieder aufgenommen werden sollen. Es ist jetzt vollständig 
bewiesen, dass jede lineare Verbindung der C oder S sich linear durch 
die Producte E(fi)E(v) darstellen läsat und umgekehrt; hieraus ist klar 
dass im besonderen Falle auch jedes C oder jedes S selbst eine lineare 
Verbindung von Producten E((jl)E(v), oder, bei der Uinkehrung, dass 
jedes Product E(p)E(v) eine lineare Verbindung von C und S giebt. 
Bezeichnet man durch g gerade Zahlen inclusive 0, durch u un- 
gerade Zahlen, zwischen 0 und n, so lässt sich diese Entwickelung 
noch näher bestimmen; erinnert man sich der Eintheilung aller 
demselben n angebörigen C und S in vier Gassen (§. 78), so sieht 
man, dasB z. B. C 9 eine ganze Function von p und v ist, während 

16* 
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C u noch ifi 1 — 6*yV — als Factor enthält, so dass in nur E 
von der Klasse der K, in C„ von der Klasse der L auftreten kön- 
nen. Man erinnere sich ferner, dass genau so vielCj?, C u , S u , S g 
existiren als resp. K, L, M, N. Bezeichnen die ß unbekannte Con- 
stante (in den verschiedenen Gleichungen verschiedene), d. h. von 
und v unabhängige Grössen, so hat man folgendes System von 
Gleichungen : 

*=<) 

C u = 'IFßt L'{ti)L\v); («- «r); 

S u = HT filM\,,)M \v); («_*); 
«si 

S,= i jjJWWff»; (•), 

in welchem die Ausdrücke in Parenthese (o*+l), etc. anzeigen, 
wieviel Gleichungen man aus der hingeschriebenen erhält, wenn g 
und ti alle möglichen Werth e ertheilt werden. Man muss aber 
auch umgekehrt erhalten: 

»;<?,; (o + l); 
L'Wi'M-^d; (»-«); 

= (n-o); 

u 

Die Grössen (o*+l), etc. drücken hier dasselbe aus wie oben; zu 
gleicher Zeit sagen sie, über wie viele Werthe g oder « zu sum 
miren ist, wenn man in der letzten Gleichung, bei der Summation 
nach g, den Werth g = 0 ausschliesst, für den S g = S 0 von selbst 
verschwindet. 

Der Zusammenhang der Constanten k und ß, so wie diese 
Grössen selbst, sind im folgenden Kapitel näher bestimmt. M. vergl. 
über diese Systeme des Verfassers Arbeiten*). 

*) Borchardt, Journal f. Math. Bd. LVT: Auszag eines Schreibens über 
die L am e*' sehen Functionen, und: Einige Eigenschaften der Lame'' sehen 
Functionen. 
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Mit Hülfe des zweiten Systemes kann man die E selbst, im 
Gegensatze zu den Producten E(fi)E(v), nach den entwickeln; 
hierzu zeigt man zunächst dasa 

K L M N 

weder für fi = b noch für fi = e verschwinden. Um dies zuerst 
für die K zu beweisen benutzt man die Gleichung (56, a), aus der 
hervorgeht, dass wenn K für diese Werthe verschwindet, auch 
dK 

^— verschwinden muss, indem für fi = b und fi = c 

gleich 0 wird. Eine Differentiation der Differentialgleichung nach p, 
dann eine zweite, u. s. f. bis zur (n — l) l ' n zeigt dasselbe für den 
zweiten, dritten bis n ten Differentialquotienten von K, der eine Con- 
stante ist also nicht verschwinden kann. Vertauscht man die Glei- 
chung (56, a) für K mit denen für {fi % — 6*)~*L = *, etc. welche 
im §. 84 und §. 85 vorkommen, so findet man für die anderen drei 
Gattungen von Functionen, nämlich für (/** — b s )~*L, etc. dieselbe 
Unmöglichkeit des Verschwindens wenn p = b, c ist, wie für K. 
Aus vorstehendem System folgt nun mit Hülfe des §. 78 



u—l 



während für N eine Gleichung 

erhalten wird, wenn A die Constante 

bjc^b* N'(fi) 

c y^-b* 

für fi = b vorstellt. Da die Unken Seiten der vier Gleichungen 
(s. o.) nicht verschwinden, so hat man hier Ausdrücke von den 
Functionen K(v), L{v) etc. selbst, nicht mehr von den Producten 
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zweier E durch die Kugelfunctionen PI. Hätte man dasselbe System 
mit v~* multiplicirt, und v = oc gesetzt, so lehrt die angeführte 
Stelle, wie sich die E in Reihen verwandeln, die nach den Cosinus 
und Sinus eines gewissen Winkels x fortschreiten. 

§. 88. Bisher wurden solche E verglichen, die sich auf das- 
selbe n bezogen; im §. 86 war gezeigt worden, wie sich eine 
Function einer Veränderlichen in Bezug auf ihre Entwickelung 
nach solchen Grössen verhält. Die weiteren Betrachtungen führen 
auf die Zusammenstellung solcher E, die zu verschiedenen n ge- 
hören nur werden dann nicht die Functionen allein, sondern wieder 

r 

die Producte E(fi)E(v) auftreten. 

Es bezeichne f{6 t \p) einen nach Kugelftmctionen zweier Ver- 
änderlichen entwickelten Ausdruck: z. B. kann f eine ganze Function 
von cos0, smdcosip, Bindsrnt/J sein, deren Entwickelbarkeit im 
§. 72 bewiesen ist. Fasst man alle Glieder der Reihe zusammen, 
welche aus solchen C(0,\fß) und S(d,xp) bestehen, die von der 
Klasse der F" sind, d. h. die dasselbe n besitzen, und nennt ihre 
Summe X (b) oder X", so wird (§. 72, a) 

f(6 1 xp) = Tx\ 

x n =Tc: c: (0, y>)+& SM, , 

und X" gentigt der partiellen Differentialgleichung (48). Wie man 
die einzelnen Glieder, welche X* angehören, aus gegebenen f{O s y) 
finden kann, zeigt §. 72 für ganze Functionen von cos0, etc.; sam- 
melt man sie, so hat man ohne Weiteres X n : im fünften Kapitel 
wird man sehen, wie sich X* aus f durch eine doppelte Integration 
mit einem Schlage finden lässt. 

Man setze jetzt die 6 und %p in fi und v um, so wird f{0,\ff) 
sich in einen Ausdruck F(fi, v) verwandeln, der sich durch 

F(fi 9 v)JTx n 
*=<) 

darstellen lässt, wenn X* der Differentialgleichung (54) gentigt und 
die Form hat 

x* =Tc:c:[ f *,y]+cs:^i']. 
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Werden alle C und S linear durch die oft erwähnten Producte 
ausgedrückt, so verwandelt sich X* in (die h sind Constante) 

die Summation auf 2n+l Werthe von * ausgedehnt. Hat man X* 
als Function von 0 und \j) (s. o.) gefunden, so kann man es in fi 
und v umsetzen, und um die Constanten h zu bestimmen reicht 
dann der Satz am Schlüsse des §.86 vollkommen aus, indem man 
X n wie eine Function von p allein ansieht, und nach den dort ge- 
gebenen Regeln die Coefficienten in der Entwickelung nach E n (p), 
die h n E n (v) werden bestimmt. Ohne aber durch X* hindurchzugehen, 
indem man nämlich Operationen unmittelbar mit F(p, v) vornimmt, 
lassen sich die h bestimmen; bei der folgenden Auseinandersetzung 
möge man die ähnlichen Betrachtungen des §. 72 im Auge behalten: 
Für jedes n zerfällt X n in vier Theile, nämlich in einen sol- 
chen, der nur die K, einen zweiten welcher nur L, etc. enthält. 
Es muss daher die entwickelbare Function F selbst iu vier Theile 
zerfallen, F 0 , F if F tf F t so dass jeder für sich durch eine Reihe 
dargestellt werden kann, die nur K, oder nur L, oder etc. enthält. 
Beispielshalber wird F 0 die Doppelreihe 

F 0 = 2h:K:(p)K:(v), 

wo die Sümmation sich über eine gewisse endliche oder unend- 
liche Anaahl von n und * erstreckt. J eder Theil F 0 , F, , etc. zer- 
fällt nun weiter in zwei Theile; denn sämmtliche K und N die zu 
einem n gehören enthalten nur gleichartige, und zwar mit n gleich- 
artige Potenzen von fi und v, d. h. solche, deren Exponenten um 
eine gerade Zahl von n sich unterscheiden ; L und M enthalten mit 
n— 1 gleichartige Potenzen von fi und v. Man wird also sogleich 
F in acht Theile zerlegen können, von denen jeder für sich ent- 
wickelbar sein muss; jeder derselben wird nur E von einer Klasse 
enthalten, und nur solche die sämratlich ein gerades n, oder die 
sämmtlich ein ungerades n enthalten. Es soll nun gezeigt werden, 
wie man in jedem von diesen Th eilen für sich die Coefficienten h 
bestimmt. 

Es sei G(j*,v) einer dieser Theile, und wir setzen 
(o) . . . G((i, v) = WK(»), 
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wo also auf der rechten Seite, um alle acht Fälle zugleich zu be- 
handeln, alle E entweder ausschliesslich K, oder ausschliesslich L 
oder etc. vorstellen, und die Summe sich nur aui gerade n oder 
nur auf ungerade n bezieht, ferner auf die * resp. von 0 bis o*+l, 
von 1 bis n — o, etc. 

Der definitiven Bestimmung der Coefficienten geht, nach Ana- 
logie ähnlicher Betrachtungen, die Untersuchung des Integrals 

o o 

voraus, wo p dem n gleichartig ist, und E" zu derselben Klasse wie 
E* gehört Um dieses zu finden benutze man die zwei Gleichun- 
gen (56); setzt man in die obere für E zunächst E», dann E v fn 
multiplicirt die erste so entstehende mit E V P) die zweite mit En und 
subtrahirt, so erhält man: 

= [(&' + O (Bl - & p ) - (n ( n +1 ) - p (p + 1 )) p'] E: (fi) E' p (fi). 

Eine Integration nach < von 0 bis <u macht die linke Seite zu 0, 
also 

(c) ... (6* + c a j (b: - B' p ) / V« (p) e; (fi) di 

o 

'■•C?-f* 

Hätte man auf gleiche Art die zweite Gleichung in (56) behandelt, 
so würde man statt (6) eine ähnliche Beziehung erhalten haben, 
die aus ihr hervorgeht, wenn fi mit v, e mit £, und das Vorzeichen 
der rechten Seite mit dem umgekehrten vertauscht wird. Das 
Integral der linken Seite nach d£ von Ü bis a bleibt noch immer 
0; es ist nämlich an den Grenzen in 



für v zuerst b und dann 0 zu setzen. Es verschwindet der Aus- 
druck für v = b aus denselben Gründen wie der vorige, für y = 0 
weil E p und E n zugleich nur gerade oder nur ungerade Potenzen 
von v, abgesehen von den etwaigen Irrationalitäten yV— &*, etc. 
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enthalten. Es wird also entsprechend der Gleichung (c), wenn 

man die Seiten umdreht, erhalten 

/•w 

(d)... {n-'p)(n+p+l)J v>El(v)E p (v)d£ 

o 

= (»«+e , )(Ä-aö/"fi(«)£;(»)* 

o 

War sowohl n von p als B* von B p verschieden, so giebt die Multi- 
plication von (c) und (d) nach Fortlassung des beiden Seiten ge- 
meinsamen constanten Factors, wenn man endlich die rechte und 
linke Seite auf einer vereinigt, genau J = 0. War aber n=p und 
von B* verschieden, so giebt (c) und (d) 

y ,W K(rtKW* = 0 = f W E:{v)El{v)dl; 

o o 
löst man J in seine beiden Theile auf, durch deren Differenz es 
gebildet wird, und deren erster 

/tü /'TO 
dsn*K(ti)E:(f*)J K(v)El{v)dt 

n 

ist, so wird deshalb jeder Theil für sich Null, also sicher J = 0. 
War endlich n und p verschieden, aber B* n = B' p , so wird nach (c) 
und (d) 

/'to /'TO 
(Se: (r)E v P ir)di = o=J v> ei (*) e; (v) dt, 

0 

also wird wieder jeder Theil von J, dessen erster 

/"V K (,) {v)J ' v « « w * 

i) ti 
ist, für sich Null. 

Berücksichtigt man noch, dass /i 9 — v* positiv bleibt, dass also 
für n = p und t> = s sich J in das Integral eines Ausdrucks ver- 
wandelt, der sein Zeichen nicht wechselt, so kann J dann nicht 
verschwinden, und man findet: 

Es ist J=0, wenn nicht zugleich t? = $, p = n; sind 
aber beide Gleichungen erfüllt, so ist J sicher von 0 
verschieden. 

Die Functionen E waren bis auf eine willkürliche Constante g 0 , 
die sie multiplicirte vollständig definirt; es ist besonders bequem 
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diese dareh die Festsetzung zu bestimmen, was von die- 
ser Stelle an immer geschehen soll, dass 

(a) ... s/VV-OWWfiW)^«!! 

sei, nämlich 1, wenn B zu den K oder N gehört, sonst —1. 

Geht man nun zu («) zurück, so erkennt man sogleich, dass 
h durch die Gleichung bestimmt ist: 

0 0 

wenn das obere Zeichen flir E = K,N, das untere für E = L,M gilt. 

Um dieses Resultat mit den früheren des §. 72, in Bezug auf 
die Bestimmung von gewissen Coefficienten, in Verbindung zu 
setzen, bemerke man, dass eine einfache Rechnung ergiebt 

(ji>-v')d£dt = sind d$dif>; 
wächst ifj und 6 von 0 bis \n, so gelangt e und £ von 0 resp. 
zu a und a (§.77). Das Element auf der linken Seite spielt bei 
den Lame" sehen Ausdrücken dieselbe Rolle, wie das auf der 
rechten bei denen von Laplace. 

§. 89. Im Vorstehenden sind die vorzüglichsten Untersuchun- 
gen von Lame* über die von ihm im 4 >en Bande des Liouville' 
sehen Journals eingeführten Functionen mitgetheilt. Die Resultate, 
welche andere Autoren später gefunden haben, sollen hier noch 
einen Platz linden. 

Liouville beweist*), dass die Wurzeln der Gleichung 
E(ji) = 0, oder um alle Klassen der E einzuschliessen, von 

in sofern sie reell sind, kleiner als c sein müssen; er 
entwickelt dazu die Auflösung t> der Differentialgleichung 

d*v 

~de =vt > 

wenn p eine Function von / bezeichnet, in eine nach vielfachen 

*) Liouville, Journ. de Math. T. XI: Lettres sur diverses questions 
d'analyse et de physique mathematique concernant l'ellipso'ide , adresse'es k M. 
P. H. Blanche*, Deuxieme lettre, p. 261. 
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Integralen fortschreitende Reihe. Der genannte Satz lässt sich 
auch auf folgende Art beweisen und in Beziehung auf einige Punkte 
vervollständigen: 

Aus §.87 weiss man bereits, dass 

*(*) 

für /i = 6 oder ^i — c nicht verschwindet. Ferner lässt sich 
auf ähnliche Art, wie der Beweis des obigen Resultats geführt 
wurde, zeigen, dass gleiche Wurzeln nicht vorkommen 
können. Es ist allerdings nicht nothwendig, diesen Satz, der 
sich von selbst ergiebt, wenn unten die Realität der Wurzeln nach- 
gewiesen wird, gesondert zu behandeln; er wird desshalb abgetrennt, 
weil er nur einen sehr einfachen Beweis erfordert. Der Bequem- 
lichkeit halber sollen nur die K betrachtet werden, indem die 
anderen Glassen von E sich durch Anwendung der Differential- 
gleichungen in §. 84 und 85 behandeln lassen, wie die K vermit- 
telst (56, a), p. 213. 

Hätte K gleiche Wurzeln, und zwar genau p die gleich a sind, 
während a sicher nicht b oder c wird, indem für diese Werthe 
nicht einmal eine einfache Wurzel existirt, so setze man 

K={fi-a) p *; n>l, 
dK 

und findet dass auch f Ür f* = a verschwindet; aus (56, a) folgt 
d*K 

dann dass — ? , und wenn man die Differentialgleichung wieder- 
holt differentiirt, dass jeder Differentialquotient von K nach f* für 
fi=s a Null sein muss. Der n te Differentialquotient inuss demnach 
sich gleichfalls in 0 verwandeln; dieser beginnt mit z/7(p) und hat 
dann nur noch Glieder, welche Potenzen von (fi — a) als Factoren 
enthalten. Da er für fi = a verschwindet, so muss s gleichfalls 
verschwinden, daher durch fi — a theilbar sein, woraus endlich folgt, 
dass K gegen die Voraussetzung p+ 1 Wurzeln a enthält. 

Alle Wurzeln der Gleichung , E } ; sind reell und 
kleiner als c. Der Beweis dieses Satzes wird nach einer Me- 
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thode geführt, die Legcndre anwendet, um zu zeigen, dass die 
Gleichung F(x) = 0 nur reelle Wurzeln besitzt (M. vergl. §.9); 
am Schlüsse des ersten Kapitels im §. 72 wurde bereits auf die zu 
diesem Zwecke erforderliche Verallgemeinerung des HiUfssatzes 
von Legendre hingedeutet. Es stellte sich dort heraus, dass eine 
ganze Function f(d,\ft) von den drei Grössen cosö, »mdcosxp, 
sin0sinV> von geringerem als dem p ,pn Grade, nach den C und S 
entwickelbar sei, aber nur solche C" und S n enthalte, für welche 
n < p. Was dort schliesslich über das Verschwinden der durch 
Coefficientenbestimmung gewonnenen Integrale gesagt wurde, be- 
nutzen wir hier auf folgende Art: Bedeutet F eine ganze Function 
von cosö etc., also wenn wir die neuen Coordinaten einführen von 
ftv, yp' — bW — v*, yc' — p'fö — v* (man achte darauf, dass F 
diese Verbindungen von fi und v enthalten muss) von niedrige- 
rem Grade nach diesen Grössen als dem p ten , so wird sich F nach 
den CT und S n von p und v entwickeln lassen, aber nur solche 
enthalten in denen «<p; setzt man diese Grössen in die Producte 
von E wie im §. 88 um, so erhält man nur solche E n deren Index 
n<Cp. Man zerlege nun F in die acht, dort erklärten Theilej 
einer der Tbeile sei G, der also nur solche E enthält, welche den- 
selben Character wie G selbst besitzen: es wird für einen solchen 
die Gleichung (a) des §. 88 noch gelten , wenn die Summation 
nach n sich nur auf solche n bezieht, die kleiner als p sind. Be- 
dient man sich der Regeln für die Coefficientenbestimmung, so er- 
hält man sogleich den 

Hülfsatz. Bezeichnet G eine ganze Function von pv, 
j^* — &')/& 9 — v a , yc' — fi'jc' — v* vom p ten Grade nach diesen 
Grössen, die entweder keine Irrationalität enthält, oder durch 
jtS — 6 2 }fb 2 — v % getheilt, oder durch yV — l^ic* — v Q getheilt, oder 

durch iiS-b> jb* - v 9 ]/c J - ft* ) / c r= V getheilt rational wird, und 
die durch Vertauschung von fi mit — fi höchstens ihr Zeichen aber 
nicht ihren Werth ändert, so wird 

J^d^ifi 9 — v 5 )G. E* p (fi) E a p (v) de = 0, 
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wenn E je nach dem Eintreten von einem der vier auf die Irra- 
tionalitäten bezüglichen Fälle resp. K, L, M oder JV vorstellt. 

Um den Beweis unseres Satzes Ober die Wurzeln von E mög- 
lichst einfach darstellen zu können, betrachten wir einen bestimm- 
ten von den acht Fällen für sich : es sei p gerade, = g und die E 
mögen zur Klasse der K gehören; man darf den Htilfssatz dann 
natürlich nur auf solche G anwenden, welche ganze rationale und 
gerade Functionen in Bezug auf (i und v vorstellen. Setzt man 
zuerst fif = 1, so entsteht 

O 0 

woraus folgt, dass Kg{fi)K* d {v) wenigstens einmal in den Grenzen, 
also zwischen fi = 6 und fi =■ c; v = 0 und v = b sein Zeichen 
ändert, oder durch 0 geht: dies mag für fi = a geschehen, wo a 
nothwendig eine reelle Grösse bezeichnet. (Würde dies für v = a 
eintreten, so ändert sich nichts Wesentliches.) Es wird dann auch 
fi, = — a eine Wurzel also K{fi) durch ft* — er* theilbar sein, woraus 
folgt, dass K(v) durch v*— a* getheilt werden kann, also K((i)K(v) 
durch (fi* — a») (v % — «'). Dies Product 

ist wiederum eine Fnnction der drei Grössen fiv, etc. und gleich- 
artig den Kg, denn fi*v* ist die zweite Potenz von fiv selbst, und 
{fi* - 6 4 ) (v x - 6') -n*v'-b* = 6» (fi* + v*) , 

also jfc'-fv' eine Function zweiten Grades von ^(i* — b* ^b % — v* 
und fiv. Man darf daher jetzt 

machen, und findet nach dem Hülfssatze 

GK(jt)K{v) ändert sein Zeichen nicht bei fi = a, da (f*> % — a*)K(p) 
es nicht ändert und v nicht et erreicht, indem fi, also auch a, zwi- 
schen 6 und c liegt, v zwischen 0 und 6. (Hätte man angenom- 
men, dass K(v) für v = a verschwindet, so verhielte es sich um- 
gekehrt.) Es mu8s also K g (ji)K g (y) sein Zeichen bei fn = ß, oder 
v = ß ändern, wenn ß wieder eine reelle Grösse vorstellt, und dies 
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Product daher auch noch durch — (v* — /?*) theilbar sein. Setzt 
man dann 

e . p-uw-np-mw-n 

und fährt so ±g Mal fort, so findet man dass Kg{ji)Kj(y) in ein 
Product wie das Vorstehende mit g Factor en, zerlegbar ist, also 
dass K(ßi) selbst die Form annimmt 

Kfo) = e(?—W-W-r*) . ■ ., 
wenn c eine Constante bezeichnet. Es hat demnach K(ji£) = 0 nur 
reelle Wurzeln -j-a, +ß y Hhy, etc., die zwischen 0 und c liegen. 

Wäre p eine ungerade Zahl u gewesen, so ist K u {jp) durch fi 
theilbar, und man hätte im Anfange G nicht = 1, sondern = pv 
gesetzt; bei Betrachtung der L hätte man, je nachdem p = g oder 
p =s u ist, am Anfange resp. 

G = fiS^b* yfe«— v % 

G = fiv fo'-b* \b t — v t 
gemacht, und ähnlich verfährt man in den übrigen Fällen; eine 
weitere Verfolgung derselben würde einer Wiederholung gleich zu 
achten sein. 

Es ist daher bewiesen, dass die Wurzeln der Gleichung 



sämmtlich verschieden, reell, kleiner als c und weder c noch b 
selbst sind. 

§. 90. Die Aufgaben der Wärmetheorie, mit denen Lam6 
sich beschäftigte, gaben ihm nicht Veranlassung ein zweites Inte- 
gral der Differentialgleichung (56) für die E zu betrachten, während 
man nothwendig auf ein solches geführt wird, wenn man Lamers 
Untersuchungen auf die Theorie der Anziehung überträgt. Liou- 
ville und der Verf. haben gleichzeitig*) Arbeiten veröffentlicht, 
in denen diese L am £ 'sehe Function zweiter Art eingeführt 

*) Liouville's Arbeit findet sich in den Comptes rendns T. XX, und ist 
abgedruckt im Liouville'schen Journal T. X, p.222 — 228: Sur diverses question« 
d'analyse et de phyaique mathematique. Sie Wirde den 12. Mai und 2. Juni 
1845 gelesen. Des Verf. Arbeit über Anziehung und Wtametheorie ist im Crelle'- 
schen Journale Bd. XXIX (Berlin 1845) veröffentlicht, trägt übrigens in der Unter- 
schrift das Datum April 1844. 
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ist: sie verhält sich zu den E wie Q zu den Kugelfunctionen 
erster Art. 

Die Lame" sehen Functionen der zweiten Art findet man aus 
denen der ersten nach der Methode des §.31; da sie sich im Fol- 
genden auf ein Argument g beziehen, das zwischen c und oo liegt, 
so sollen sie sogleich in Bezug auf ein solch'es eingeführt wer- 
den, und deshalb 

4 * — 



und £ = 0 für g = c gesetzt werden. Dann wird die Differential- 
gleichung für E{q) nach (56) 

^p— [»(„+!)<>•_(&•+ c*)B\E = 0, 

so dass jedes zweite Integral F derselben Gleichung mit E durch die 
Formel 

r ,,dE(g) v , s dF{g) 

verbunden ist. Wählt man die Constante a gleich 1, und F so, dasa 
es für g = oo verschwindet, so ist die Function zweiter 
Art F durch die Gleichung 

(58) . . . F(g) = E(g) / --^=—=- 

bestimmt. Diese Function verschwindet offenbar für g = <x>, 
bleibt aber mit multiplicirt für g = oo endlich ; in der That, 
bezeichnet g 0 dieselbe Constante wie p. 214, so fängt die zu in- 
tegrirende Function bei der Entwickelung nach absteigenden g 

mit (JL)V~. 8n , dM Integral in 8einen Greuzen n>it 

y feä)- D^er wird fiir P = « 

(58,«)... ^ (e) = {S -L_. 

Verfolgt man das im §.31 Gesagte weiter, so findet man dort, 
dass Q nur eine Transcendente, nur einen Logarithmus enthält, 
der für alle Q mit derselben Veränderlichen der gleiche ist; dieselbe 
Untersuchung lehrt hier, dass in F nur elliptische Integrale 
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der beiden ersten Gattungen vorkommen. Der Beweis 
soll hier nur fttr die Gattung K der E geführt werden, da er sich 
sogleich auf die anderen übertragen lässt. 

Da die Grenze oo des Integrals hierbei einige Unbequemlich- 
keit bereitet, so ersetze man sie vorläufig durch u, und zerlege das 
Integral in die Differenz zweier gleichgebildeten y(u) und y>(j>), 
wo zur Abkürzung 

. _ P* dx 

gemacht ist. Heissen die sämmtlich verschiedenen Wurzeln von 
K(x) der Reihe nach a, ß, etc., so giebt die Zerlegung in Partial- 
brüche 

( \ 1 - C 1 A _i_ c B 

w ' ' ' (K{x)y - 0 {x - ay + O x~^ f 

wo sich das Summenzeichen auf alle Wurzeln er, ß y etc. bezieht. 
Hieraus folgt, wenn man nur die der bestimmten Wurzel a an- 
gehangen A und B betrachtet, 

wo sich der obere Index 1 welcher dem K angehängt ist nach üb- 
licher Art auf eine Differentiation bezieht Macht man 

dm)' =v( - x) - 

so stimmt B mit qp'(a) überein, und es folgt nach logarithmischer 
Differentiation 

= _L E. ... ff-fo-")* 7 . 

2qp ~~ x — a K (x — a)K 1 
auf bekannte Art ermittelt man für den Fall x = a den Werth 
von £ , und findet 

y'(q) (x-a)K" _ K"{a) 

2tp(a) (x-a)K'(x)+K(x) 2K\a) ' 

Nun benutze man die Differentialgleichung (56, a) für K(q), nach 
der für £ = a 

K n (a) _ a(2a' — 6' — c') 
Jf'(a) ~ (a* — 6^(a" — c*) 
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wird, und findet für (o) die folgende Formel, in der die Summe 
sich wieder auf alle Wurzeln er, etc. bezieht: 

( 1 V _ Q ( 1 \f 1 , a(2a'-*'-c«) \ 

Ea zerfällt demnach ifß(x) in eine Summe von Integralen, deren 
jedes noch mit (jpj^j) 211 multipliciren ist; dasjenige welches sich 
auf a bezieht, wird 

f x dx a(2a'~b , -c i ) ('* dx 

Bekannte Reductionsformelu *), die man sofort durch Differentiation 
verificiren kann, zeigen dass der vorstehende Ausdruck sich in 

1 /'• * x % dx ' 

+ («'-6 a )(a'-c')./ i^v^z^ 

verwandelt, also nur, wie behauptet wurde, elliptische Integrale der 
beiden ersten Gattungen enthält. Somit ist V(o) gefunden; da aber 
ip(u) für w = oo nicht in übersichtlicher Form erscheint, indem 
zwar der zweite Theil des obigen Ausdrucks endlich bleibt, aber der 
erste und dritte uuendlich wird und erst eine endliche Summe 
giebt, so verwandele man den auf elliptische Integrale zweiter Art 
führenden dritten Theil für diesen Zweck durch die Substitution 
x == — , indem man x = «, w = — macht, in 



r 

V dz 



welches bekanntlich, oder mit Hülfe der eben gebrauchten Re- 
ductionsformel 



l/l-öVy'l-cV 



liefert. Dieser Ausdruck kann mit dem ersten Theile von (6) für 
x = u zusammengesetzt werden, und giebt dann, indem 

y^C^/pr^fl L_) 

*) Z. B. Abel, Oeuvres oompletes T. II, Chap. I, p. 104, no..l5. 
Hciac, Handbuch d. Kujfelfuuclioneu. \Q 
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für u = oo rieh in — « verwandelt, als Beitrag zu 

1 

MuhipKcirt man (c) mit (^T^y) ; una * «ummirt über alle Wurzeln 
a, ß, y etc., so entsteht tf/(oo) selbst. 

* Viertes Kapitel. 

Entwickelung der Kugelfunctionen nach Lame" sehen 

Functionen. 

§. 91. Im vorigen Kapitel wurden die Functionen E vollstän- 
dig definirt; es zeigte sich, dass jedes einem bestimmten n ange- 
hörige Product E(fi)E(y) nach C oder S, welche sich auf das 
gleiche n beziehen, entwickelt werden kann. Man erinnere sich, 
dass in Bezug auf die Constante g 0 eine wenn auch willkürliche 
Festsetzung durch p. 234, e existirt. 

Es sei nun die Aufgabe gestellt P"(*) nach den Larae"- 
schen Functionen zu entwickeln, wenn * wie früher von den 
Grössen x, x t , y x , nämlich durch (47, a) 

% = xx^^x'—l^x] — leostjp; (<jp = ip — xp^ 
abhängt. Setzt man x = cos#, etc., so verwandelt sich * in die 
Grösse cosy der Gleichung (47). Es werden für d, 0, , etc. oder 
x, x if etc. die elliptischen Coordinaten v, u l} v k durch die Glei- 
chungen (53, o) 

ix'—lco*y = — / , etc. 

14. V / 

a;, = faTt r 1 !* -1 cos^f, = etc. etc. 
eingeführt, wodurch (49, o) auf p. 175 sich in 

verwandelt; nach den Gleichungen des §.87 kann man jedes C 
oder S durch Lame" sehe Producte ausdrücken, die sämmtlich zu 
demselben n gehören. Lässt man diesen Index als selbstverständ- 
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lieh fort, so wird also P(z) als Function von (i und v die Form 

annehmen, wenn h von fi und v unabhängig ist, und nur /u, und v, 
enthält. Wegen der Symmetrie des Ausdrucks P(z) näch fi und ^, 
resp. nach v und », muss aber dieselbe Grösse gleich 

S k n ET ((i x )E\v) = 2cE*{n)E % (y t ) 
werden, wenn k resp. c nur und v t oder ^4, und v enthalten. 
Die beiden ersten nach E(v) geordneten Ausdrücke, so wie der 
erste und dritte, welche gemeinsam nach E (p) geordnet sind müs- 
sen, weil gleich, auch in Folge des erweiterten Satzes im §. 86 
identisch sein, also 

A* E' (ft) = r E s ) ; E* (v) = c* E* (v, ). 
Aus der ersten von diesen Gleichungen folgt 

Ä = ct£( j u l ) A»«£(p) 
wenn a weder noch v noch ju, also nur v, enthält. Daher ist 

a£( V )£( / , l )=c£(v 1 ), 
folglich « = wenn 6 eine numerische Constante vorstellt. 

Die Form der Entwicklung von P(z) ist daher 

P(») = Zb'E'WE'i^E'ME'W, 
und es bleibt nur der Werth von b zu bestimmen. Zu diesem 
Zwecke zerfUlle man beide Seiten in die früher oft erwähnten vier 
Theile, und betrachte beliebig einen, z. B. den die L enthalten- 
den, der mit Berücksichtigung der Feststellung über das Zeichen 
C'= C[fi n v t ] in §. 77, c, die Relation verschafft 

(o) ... 2{-\)"a u C u C' u = Tb'LU^)LU^)L\v)L\ Vi ) f 

A— 1 

die Summe links über alle ungeraden u von 1 bis n genommen. 
Man wendet nun ein Verfahren an, welches man noch an ver- 
schiedenen Stellen finden wird; man füge nämlich noch eine Glei- 
chung (6) zu (a), die aus (o) entsteht, wenn fi { und v, mit p t und v t 
vertauscht werden. Das Froduct (a)(6) multiplicire man dann rechts 
mit (p* — v l ) dt] d£, links mit dem gleichen Ausdrucke »mOdOdy 

und integrire rechts von 0 bis w resp. in, links von 0 bis ~ . Be- 

rücksichtigt man den Satz p. 283: Es ist J = 0 etc., so wird 

16* 
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rechts erhalten 

(c) . . . -i^(6VL> l )I>JI>JI> a ), 

*— i 

und links 

TT TT 

(«„)« (^/ y V M C„ sin 0 rf0 <ty, 
oder nach p. 184, wenn für das Integral sein Werth gesetzt wird 

Die Gleichung (c) = (</), wenn man fi t und v t wieder in p und » 
verwandelt, d. h. 

S(-l) tt a u C u C lt = - ^ £(b )' V (p) V Ou , ) V (v) L * ( v t ) , 
mit (a) verglichen, zeigt dass 



4* 

oder dass 6" von » unabhängig und = ~2/TfI l8t ' 

Hätte mau statt der L eine andere Klasse der E betrachtet, 
so würde sich ein ähnliches Resultat für b gefunden haben, so dass 
sich endlich ergiebt 

(59) . . . p» = 5^ *2"± *.>)*;(»)*:&.,)*:(•.,), 

die Summe rechts auf alle 2n+l Functionen E bezogen, die zu n 
gehören; das obere oder untere Zeichen ist zu nehmen, je nach- 
dem das betreffende E zur ersten und vierten, oder zur zweiten 
und dritten Klasse gehört. 

§. 92. Es sollen jetzt die C und S, also die Functionen selbst 
aus denen P(z) besteht, durch die Lame' sehen Producte dargestellt 
werden, und umgekehrt diese Producte durch die C oder S; die 
allgemeine Form der Resultate ist bereits im §. 87 enthalten, und 
es bleiben nur die Grössen ß und k daselbst näher zu bestimmen. 

Bezeichnet f irgend eine Function von v, so soll, in diesem 
Kapitel allein, Jf die Grösse, welche durch 

(6' + cV/-=|^-»(»+i)»-7 
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definirt ist vorstellen, so dass also JE(v) nach p. 212 gleich — BE(v) 
wird. Sind f t , f t mehrere Functionen von v so besteht offenbar 
die Gleichung 

4(f+ft +ft + etc.) = Jf+Jfi +,1f t + etc., 
und da (§. 87) 

so wird 

JC g = - *2ß^K'(ti)K'{vy, 

ähnliche Ausdrücke für JC Uf AS Ut dSg kann man leicht hinzu- 
fügen. Die Producte der rechten Seite K*(fi)K*(v) lassen sich, 
wie man aus dem schon mehrfach erwähnten §.87 weiss, wie- 
der in lineare Verbindungen von Functionen C m mit geradem 
Index m verwandeln, so dass /fCg eine lineare Verbindung von 
C 0 , C,, C 4 etc. sein muss. Die Betrachtung von JC U lehrt Ent- 
sprechendes über das Verhalten dieser Grösse zu C yy C if etc., 
so dass sich sowohl für einen geraden als für einen ungeraden Index 
m das Resultat ergiebt: Es hat AC die Forin 

(a) ... -JC m = h 0 C m +h t C m+i + h'C m - 2 +h t C m+ *+ etc. 
wenn die h constante, d. h. von /t* und v unabhängige Grössen be- 
zeichnen. Die Aufgabe dieses Paragraphen besteht darin, die h 
in obiger Formel, welche das Fundament für das folgende bildet, 
wirklich zu bestimmen, und einen entsprechenden Auedruck für JS 
aufzustellen. 

Die h kann man unter Voraussetzung eines speciellen Werthes 
von f*, nämlich für p = c bestimmen; nach §. 78 geht nämlich für 

diesen Fall C m in p m(J^) über, und schreibt man x zur Abkür- 

y 

zung für so muss daher die Gleichung 

- JP m {x) = h 0 P m+2 + ä'P«_ 2 + etc. 

bestehen, wenn die h dieselben Constanten sind wie oben. Es ist 
also die linke Seite ein Ausdruck der sich nach P m mit demselben 
oberen Index n entwickeln lässt; eine solche Entwickelung kann 
aber (§.52) nur auf eine Art geschehen, und daher sind die h 
die Coefficienten bei der Entwickelung von — JP m nach 
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den P m . Um die Grösse AP zu bilden, setzt man nach der Erklä- 
rung, (wenn P ohne Index immer P m {x) ist) 

d*P dP 
(6*+ c*)JP= 6') (»•- O + v {2v t - b f - c')^ - n (n +1 ) v'P 

und verwandelt die Glieder der rechten Seite, indem man 6x für 
v substituirt und dieselben zertheilt resp. in 

» , (* , - 1 ) , S +( * , - c,)( *'- 1, S 

♦ 

-»(»+l)ftVP. 

Die Summe der untereinanderstehenden mit 6* multiplicirten Glie- 
der vereinfacht sich durch die Differentialgleichung (39) der P in 

(ß) ... 6*(m«-*(n+l))P, 
während der, b*—c x enthaltende Theil durch die Anwendung der- 
selben Gleichung den Werth 

annimmt. Es ist also 

hat daher noch nicht die verlangte Form, weil x-^ und ausser- 
dem ein x im Coefficienten enthaltendes Glied in (y) erscheint. 

Zur weiteren Reduction bedient man sich zweier Formeln, von 
denen die erste durch directe Differentiation von 



P m = (x>-l)-*f ±m 
erhalten wird; dadurch entsteht 

dP m . . x x 9 _ 

*T& = <" + ">y^*-'-*Ä p -' 

und durch Addition die erste Formel 

dP x x 

2x^ = („-m)-^=i>. +1 + (B+ »,)-p== r ^ l . 

Die zweite Formel ist (42), nach welcher 
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2(m+l)- T =^L=rJWi = (n+m+l)P m -( n -m-l)P m +, 
yx*— 1 

wird, und mit Anwendung dieser gelingt die Reduction. Es ist 
nämlich 

dP 2n(w+l) p ( n -m)(n-m-l) p 

( W + m )( n + m-l) 

T J 71 "»-2 > 

(m — 1) 

, s a D _ 2m 9 (w , -l-» a -n) p (n-m)(n-m-l)m p 

, (w+m)(n+ffl— l)w D . 

hierdurch geht (y) in folgende Form über: 

M=-^[(2n(n+l)-m')P„ 

-f (» — - »») (» — »» — 1) Pm+2 + (n + m) (n — m+ 1) J«-s]* 
Dies ist noch um (ß) zu Termehren und durch b*+c* au dividiren, 
wenn — äP entstehen soll; setzt man zur Abkürzung 

c ' + 0 « — * — V«> 

indem zwar vorläufig * in den Formeln erscheint, später aber nur 
X*, also x, so entsteht 

(*)... -JP m (x) = i(»(»+l)-m a )P Ä (*) 

, (»- w)("-»-l) ) B , (»+m)(n+fn — l) , n 
t £ *"«i+n 1 

und hieraus schliesslich 

(60) . . . -JC m = i(nfr+l)-» 9 )CL 

| (n-m)(w-m-l) jlc ^ ^ ^+ m ^ w + gl ~ 1 ) AC^-i, 
4 4 m ' 

so dass die Operation /J an den C angebracht nur eine lineare 
Verbindung von drei verschiedenen C erzeugt: nur A 0 , A, und h! 
besitzen einen einfachen, von Null verschiedenen Werth. 

Die Gleichung (60) besteht noch, wenn man alle C mit 5 ver- 
tauscht, während die Ableitung des auf diese Art entstehenden 
Ausdruckes eine Modifikation erfordert. Man findet durch dieselben 
Mittel wie oben, (o) entsprechend 
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die Bestimmung der h erfolgt wieder, indem man für fi einen be- 
sonderen Werth setzt, wobei zwei Fälle zu unterscheiden sind. Ist 
zuerst m nngerade » »/, so wird für p = b nach §. 78 

S lt{ b >V )=(-l) , ^P u (^) ) 

also 

-JPu(j) = h 0 P H {^)-h { /^-A' + etc. 
Durch Vertauschung von b und r in der vorigen Rechnung ent- 
steht offenbar die Formel (d), wenn x in derselben - V - bedeutet 

c 

und r 1 — 6' mit o*— r 5 d. h. I mit — X vertauscht wird; es folgen 
also dieselben Werthe für A, und h' wie in (60). 

War aber zweitens m gerade, = g, so verschwindet S g fiir 
fi = b, und man rindet erst wenn man nach Division durch 
den besonderen Werth fi = 6 setzt für — &V 1 einen Werth, 
welcher nach Fortlassung von Constanten die kein g enthalten 

wird. Man wird daher («) durch )V — 6' dividiren, und da// nur 
eine Differentiation nach v involvirt, also die Gleichung besteht 

]V-6 a lV-o*' 
so muss man die h so bestimmen, dass 

= V^E? [»*• ^ (7) - f f + 2 > *, . » - f » - 2 ) *' + eto ] 
v • v r ~b i 

wird. Macht man - = 3, [/ -,—5. = P , 80 giebt die Festsetzung 
für das Zeichen // 

^(ci^(z)) = r / y^( s ) + ^l ? v 

der erste Theil der rechten Seite ist schon durch (60) bekannt und 
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gleich 

so dass nur noch der zweite zu untersuchen bleibt, welcher 6 a -f c' 
im Nenner enthält. Dieser verwandelt sich in 



zu seiner weiteren Transformation sind die Formeln schon fertig 
entwickelt: durch dieselben wird der Ausdruck in der eckigen 
Parenthese der Reihe nach die Formen annehmen: 



» Ä dP <, 

~ P 0 + 2 z^ZTi P !t~ 2z ~dt^ 



(n~g) (n — g — 1) ( n + g )( n + g — l) 

Tg iv +f q 

Vereinigt man die gefundenen Werthc, so wird die linke Seite 
von (£) getheilt durch v einerseits 

9K Pg ~ (*+ 2) A, P 0+7 — (g — 2)h' P^ + etc. , 
andrerseits aber 

-l9(n(n+l)-g t )P„+ ( ^(n-g)(n-g-~\)kP tJ ^ 

+ ^-(n + 9)(n + 9-WP,j- 7 , 

so dass die Vergleichung beider Formeln dieselben Werthe der 
h verschafft, die sie in (60) hatten, und dadurch bewiesen ist, dass 
in der Formel (60), es mag m gerade oder ungerade sein, 
alle C zugleich durch S ersetzt werden können. 

Die hier mitgetheilte Ableitung der Formel macht zwar noch 
immer einige Rechnungen nöthig, ist aber weit einfacher als die 
ursprüngliche im 56 s1rn Bande des roath. Journ. welche auf Ent- 
wickelungen beruht, die unser Werk beschliessen werden. 

§. 93. Um nun zu dem zurückzukehren, was am Anfange 
des §.92 als der Zweck der vorhergehenden Rechnungen angege- 
ben war, betrachten wir jede Klasse der E gesondert, und behan- 
deln eine willkürlich ausgewählte, die der K, ausführlich. Aus 
dem §. 87 wird die Gleichung 
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(«)... Q = ^rwrw 

zu Hülfe genommen, welche <j-H, den verschiedenen £ = 0, 2, 4, etc. 
angehörende repräsentirt. Nimmt man eine zweite, welche sich auf 
den Werth g = p bezieht, der also gleichfalls gerade ist, nämlich 

hinzu, und bildet 



r i C p CyBmOdddip, 



Pf 



O 0 

n 



welches Null ist, so lange p und g verschieden sind, dagegen /s> — 

für p = g, berücksichtigt auch den Werth von J im §. 88, so wie 
die Festsetzung (e) ebendaselbst, so folgt dass 

verschwindet, so oft p von g verschieden ist, aber gleich wird 

4n 

sobald p~g- In der Folge ist es bequemer, statt der Buchstaben 
ß andere, einfach mit ihnen zusammenhängende a einzuführen: es 
wird definitiv gesetzt 

,/(2n-f l)a„ *=o , . 



4?i 

wenn a m wie bisher die numerische Constante (49) vorstellt. Das 
so eben von den ß gefundene Resultat auf die a übertragen lautet 
dann: Es ist 

(61, a) . . . 2°a" a' = 0 ; Ü V)' = 1. 

Grössen a welche (Gl, a) erfüllen heissen Coefficienten 
einer orthogonalen Substitution: hängen willkürliche Ver- 
änderliche x 9) x,, ... x a mit ebenso vielen Grössen y°, y 1 , ... y° 
durch lineare Gleichungen an der Zahl a-\-l zusammen, die aus 

entstehen, wenn man s alle Werthe 0, 1, 2, . . . a der Reihe nach er- 
theilt, so drückt (61, a) die nothwendige und hinreichende Bedingung 
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aus, damit 

2 W = s (x.y 

sei. Da die Gleichimgen zwischen den x und y nach x aufgelöst 
g eben 

x m = 2 ' oJjT, 

so werden ausser (61, a) noch von selbst die beiden Systeme 

2 «Ja* = 0, 2 (äff = 1 

bestehen, wenn t eine von s verschiedene Grösse bezeichnet. Dies 
lehrt, dass jedes Product K(f*)K{v) sich durch die Summe, 
welche über die geraden Zahlen g ausgedehnt wird 

(6i,6)... rwrw = |/^|'fl;is;^ 

darstellen lässt, wenn die a dieselben Grössen sind wie 
i n (61). 

Dadurch dass man weiss, die a seien Coefficienten einer or- 
thogonalen Substitution sind sie noch nicht bestimmt, und erst im 
nächsten Paragraphen sollen die schliesslich bestimmenden Eigen- 
schaften derselben entwickelt werden : vorläufig kann, als Ergänzung 
des §.87, erwähnt werden, dass ftir /u = c folgende Entwicke- 
lung von einem E nach den P m erhalten wird: 

Der Formel (61, 6) sind noch drei andere hinzuzufügen, welche 
wohl, ohne Wiederholung der vorstehenden Betrachtungen, einfach 
mitgetheilt werden können. Der Buchstabe ß ist nicht mit dem 
am Anfange dieses Paragraphen benutzten, der nicht weiter er- 
wähnt wird zu verwechseln, sondern wird, so wie y und $ ent- 
sprechend dem « gebraucht. Bedeuten auch fl, y, d Coeffi- 
cienten gewisser orthogonaler Substitutionen, die so 
beschaffen sind, dass man hat: 

*— 1 *— 1 6=1 



4=1 *=l 
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wo m und © verschiedene ungerade, g und p verschiedene gerade 
Zahlen von 1 bis n bezeichnen, so wird 

Dass die Producte zweier L am Aschen Functionen sich durch Um- 
kehrung dieser Gleichung nach Art von (61, b) darstellen lassen, 
folgt von selbst. 

§. 94. Mit beiden Seiten von (61) nehme man nun die Ope- 
ration — J vor, und berücksichtige (p. 245), dass 

-JK'iy) = St'K'(v) 
ist, dass andrerseits — JC M durch (60) gegeben wird. Dann ent- 
steht für ein gerades p 

(a)... !(»(„ + i)-p')C p +(^ 

Man findet nun die noch fehlenden Beziehungen zwischen den er, 
wenn man diese Gleichung mit (61) des vorigen Paragraphen 

(/»)••• c»i^<h! = Www, 

und auch noch mit tinddOdiff multiplicirt und zwischen 0 und ~ in- 

tegrirt, also durch eine Behandelung der beiden jetzt vorliegenden 
Gleichungen, welche der Methode des vorigen Paragraphen ganz 
entspricht. Nach der Integration wird die linke Seite im allge- 
meinen Null sein; sie verschwindet nicht, wenn g mit p oder p+2 
übereinstimmt, d. h. wenn die Grösse p entweder = g, oder ^-f-2, 
oder g — 2 gesetzt war, so dass man erhält, erstens für p = g 

zweitens für p = g+2 } für welchen Fall C p - 2 in (a) gleich Cg wird 
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und wenn man für die a ihre Wertbe benutzt 

= jY(n-9)(n+g + lHn-g-l){n+g+2). 

Würde man drittens p = g—2 setzen, so entsteht nichts Neues. 
Ist viertens p weder g noch g±2, so erhält man 

Im zweiten oder dritten Falle rauss auf eine Ausnahme aufmerksam 
gemacht werden , die sich im zweiten Falle ftir g = 0 ergiebt, in 
welchem a„ nur die Hälfte des Werthes hat, den wir dafür setzten; 
im dritten Falle würde dieselbe bei g = 2 und p = 0 stattfinden. 
Dann reducirt sich die linke Seite von (a), indem C t = C_2, auf 

zwei Glieder, und mit C t ist X * ^* - multiplicirt, also 



= iV2»(n-t-l)(»i-l)(n+2). 
Um diese Resultate möglichst einfach auszudrücken, führe man für 
gewisse numerische Coefficienten eigene Buchstaben c m ein, deren 
Quadrate, die in späteren Formeln auftreten, der Raumersparniss 
halber, gleichfalls eigene Zeichen * bekommen. Damit man alle 
Festsetzungen, die hier von Interesse sind beisammen 
habe, so wird folgendes Schema gegeben, in dem man die Eccentrici- 
tät c, die also 6 entspricht, nicht mit dem neuen Buchstaben c m 
verwechseln mag. Die obigen Resultate sind zugleich in den neuen 
Buchstaben ausgedrückt: 

4c* = 4t m = (« — m)(w-f m-f-1); (m > 0); 
4c* = 4* 0 = 2fi(*+l); 
= c^+cl^ = !(«(«+l)-0; (i»>0); 

*o = C I = 

2 a« a' St" = 0 (im AUgemeineo; ausgenommen:) 

*-h> 9 p 



2 (««)««' = ( 9 >0); 

= '«; (? = o). 
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Dies Schema, welches nur die bereits abgeleiteten also sieh 
auf die K beziehenden Formeln enthält, kann man noch fortsetzen, 
indem man für die L, M, N die ähnlichen, durch gleiche Mittel 
aufzufindenden Resultate hinzufügt. Bedeuten wieder u und v un- 
gerade Zahlen, so findet man die Werthe der Summen, welche 
sich auf jene Klassen beziehen, durch Buchstaben -Vertauschung 
nach dem folgenden Schema, zu dem nur noch die zwei Ausnahme- 
fälle hinzuzufügen sind, welche sich ebenso auf w = 1 beziehen, 
wie oben ein besonderes Resultat für g = 0 vorkam. Man hat 

Twrr = «,-h*.+|<., 

und das Schema zur Vertauschung der Buchstaben: 



K 


L 


M 


N 


St 








a 


ß 


r 




9>P 


u,t> 




9,P 


s = 0, . . . o 


s=l } ... n—o 


9=1, ... n—o 


s — l } ... 



g f p = 0, ... « U, «aal, ...» W, t>=l, ...« g, p = 2, . . . ff. 

Durch unser System von Gleichungen werden die a vollständig 
bestimmt; würde man nämlich die orthogonale Substitution des §.93 
machen, so würde durch dieselbe 2R*y*y % in folgenden Ausdruck 

übergehen müssen: a 

(62) ... 2 & s y'y< 

*--» 

= c\ x\ + 2lc 9 c x x 0 x t + (c] -f- c\)x\ + 2Ac, c a x t x t + • 

+ ( C ?a-l + 

wo für ein gerades « offenbar c,2 a verschwindet. (In obiger Glei- 
chung tritt ein und derselbe Buchstabe x m wie man sieht nur in 
drei Gliedern auf.) Es bleibt also die Aufgabe zu lösen: Wie ist 
die orthogonale Substitution beschaffen, durch welche 
die rechte Seite von (62) die Form der linken annimmt? 
Für uns ist es tiberflüssig, die $t selbst zu kennen, indem wir nur 
die Coefficienten a gebrauchen ; doch findet man die Ä bei Lösung 
der Aufgabe gelegentlich. 
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Die hier vorkommende Aufgabe ist ein specieUer Fall der all- 
gemeineren, vielfach bebandelten, eine homogene Function zweiten 
Grades von x 9 , x t , ... x a durch eine orthogonale Substitution in 
die Form der linken Seite von (62) zu transformiren. Es wird die 
Theorie der Transformation als bekannt vorausgesetzt; man fin- 
det sie mit Angabe der Quellen in dem verbreiteten Werke von 
Baltzer*) und neuere Untersuchungen von Weierstraas **) in 
den Monatsberichten der Berliner Akademie. 

Wendet man die allgemeine Theorie auf den hier vorliegen- 
den speciellen Fall an, so ergiebt sich dass man folgende Deter- 
minante, die f(z) beissen mag zu bilden hat: 
«o—* * c o c i 0 ... 0 0 0 

Ac 0 c, «,-f« t — a )c t c s ... 0 0 0 

0 Xc t c 9 ... 0 0 0 

ooo ...wK a -4-« K-4 c 2,-3 o 

0 0 0 ... Ac 2# _ 4 C 2ff _ 3 <WK,-2-* AC 2«-2 C 2a-l 

0 0 0 ... 0 *<W-tV.i € 2a-l+ C 2o-* 

Die Grössen, aus welchen die Determinante gebildet werden soll, 
sind aUo so beschaffen, dass jede Verticalreihe nur drei Glieder 
hat die nicht verschwinden, nämlich ausser dem in der Diagonale 
befindlichen Gliedc ein darüber- und ein darunterstehendes. So 
wird z. B. die (w»+l) ,e Verticalreihe ausser dem Gliede in der 
Diagonale 

noch als unmittelbar darüber und dam Verstehende, resp. 

enthalten, im übrigen nur Glieder 0; dieselben zwei Grössen um- 
geben das erwähnte Glied der Diagonale in der (m+l) ,en Horizontal- 
reihe, die gleichfalls im übrigen nur Glieder 0 enthält. Die erste 
und letzte Horizontalreihe und Verticalreihe sind von diesem Ge- 
setze ausgenommen, indem sie wie man oben sieht nur zwei von 0 
verschiedene Glieder enthalten. 

*) Theorie und Anwendung der Determinanten. Leipzig, 1857, §. 15. 
**) 4. M&rz 1858. Berlin 1869, S. 207. 
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Die Wurzeln der Gleichung f(*) = 0 sind dann gerade 
die St. 

§. 95. Ehe wir mittheilen, was aus der allgemeinen Theorie 
für die Coefficienten a der Substitution folgt, deren Ermitte- 
lung Endzweck unserer Untersuchungen seit dem Anfange des §.92 
war, wollen wir die Gleichung f(%) = 0 näher betrachten, und 
zwar um zu zeigen dass sie ungleiche reelle Wurzeln hat, und fer- 
ner, um die Herstellung von /(*) zu erleichtern. 

Nennt man die Determinante f(z) hier D a+ i und bezeichnet 
mit D 0 die nächst niedrigere von der Ordnung <r, in der die letz- 
ten Glieder fehlen, ebenso mit Z) ö _i die von der Ordnung ff— 1, etc. 
so hat man folgendes System von Gleichungen 

Dp+l — (*2o +*2o-l — *) D a — X*2o-l *?0-2 00-1 
D a = (*2a-2 4" * 2ff-3 — *) ^a- 1 ~ * *2o- 3 *2a-4 #a-2 



D > =(*4+*a-*)0i-*Vt0i 

D, = («,-*) 0 O 
D 0 =1. 

Man setze a? für — s, und denke sich die Zeichenreihen der 
Functionen von x, D 0 , D l} D t , ... D a + t gebildet, wie solches bei 
Sturm zu geschehen pflegt. D Q ist immer positiv; alle D enthal- 
ten als Factor der höchsten Potenz von x genau 1, so dass sie 
für x = oc das positive Zeichen besitzen , dagegen abwechselnde 
Zeichen, also Zeichen Wechsel, für # = — oo. Während x von 
— oo bis oo wächst, gehen daher a-\-l Zeichenwechsel verloren. 

Da x positiv ist, so wird eine mittlere Function D m nur ver- 
schwinden, wenn ihre Nachbaren und D m+l entgegengesetzte 
Zeichen haben; zwei benachbarte Functionen können nicht ver- 
schwinden, weil sonst alle D verschwinden würden, was offenbar 
unmöglich ist. Man sieht ein, dass wenn die mittlere Function D m 
durch 0 geht, kein Zeichen Wechsel verloren oder gewonnen wer- 
den kann, indem, welches Zeichen auch zwischen die beiden, D m ^ t 
und D»+i beim Verschwinden von D m angehörenden, die resp. + 
und 4^ sind, gesetzt wird, immer von D m +i bis # M _i einZeichen- 



» ^ 
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Wechsel stattfindet Es können also nur Zeichenwecbsel verschwin- 
den oder gewonnen werden wenn selbst durch Null geht; da 
o+l Wechsel verschwinden, so geht D a + X wenigstens mal durch 0, 
kann aber nicht öfter verschwinden, da sein Grad o-f-1 betragt, 
verschwindet daher genau für o-fl verschiedene reelle Werthe. 

Hierdurch ist der Beweis des Satzes geführt, von dem schon 
§. 83 gehandelt wurde. Es war klar, dass im Allgemeinen die 
Wurzeln der dort behandelten Gleichung verschieden sind; wenn 
sie verschieden sind gelten alle Betrachtungen bis zu diesem Para- 
graphen : die Gleichung D a+l = 0 hat dann, also in unendlich vielen 
Fällen von x dieselben Wurzeln wie die frühere, stimmt folglich 
mit ihr überein, da die linken Seiten beider Gleichungen rationale 
Functionen von b und c sind. Da ferner D 0+ i nur verschiedene 
reelle Wurzeln besitzt so lange x positiv, z. B. wenn b und c reell 
ist, so hat auch die ursprüngliche Gleichung reelle und verschiedene 
Wurzeln, und kann nur gleiche bekommen, bekommt auch wirklich 
solche wie man sah, wenn b und c gewisse imaginäre Werthe er- 
halten, ein Fall, welcher bei uns nicht eintritt. 

Dass die Wurzeln unserer Gleichung reell sind, hätte man 
schon als Folgerung den allgemeinen Sätzen über solche orthogo- 
nale Substitutionen entnehmen können. Auch über die Grösse der 
Wurzeln kann man einige Schlüsse ziehen, z. ß. dass von allen D 
gerade D a+i die grösste Wurzel x enthält, und dann zunächst D a etc. 

Nach den obigen Andeutungen wird man sehen, dass F(a), die 
Function welche, gleich Null gesetzt, die 9? zu Wurzeln hat, als eine 
Determinante wie die frühere f{x) aber vom o ,en Grade auftritt, und 
zwar entsteht sie aus der vorigen, wenn man im Schema p. 255 die 
erste Horizontal- und die erste Vertikal -Reihe fortlässt. Es wird 
also F{i) = d a +i sein, wenn man Grössen d successive durch die 
Gleichungen bildet: 

4 = 1, 



Utiue, Handbuch ü. Kugelfunctioaen. 
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so dass Jo+i'Dom den folgenden Kettenbruch giebt, welcher von 
selbst an der gehörigen Stelle abbricht : 

F(s) 1 



(63) ... 



— *» — 



1 1 * 3 -\ -* 4 —5— etc. 

Hierdurch ist die Herstellung der Gleichungen F(z) = 0 und f{z) = 0, 
welche die # und 9? zu Wurzeln haben, etwa« leichter praktisch 
auszufuhren als im §.83 — 85; sie nehmen an der gegenwärtigen 
Stelle, an welcher b und c nur in der einen Verbindung * vor- 
kommen, eine andere Form an als iu den früheren Paragraphen, 
wo b und c in p und q auftreten. Dass auch F{z)=0 verschiedene 
uud reelle Wurzeln hat zu beweiseu, wird überflüssig seiu, da 
die für f(z) angewandte Methode sich fast wörtlich auf F über- 
tragen läast. 

Die Determinanten, welche die und DJi als Wurzeln besitzen, 
mögen resp. q>{z) und '/»(*) sein, zu denen resp. C und JT dieselbe 
Beziehung haben sollen wie D und J zu f und F. Es sind dann 
q> und 0 die Determinanten, deren Anfang hier folgt; das obere 
Vorzeichen bezieht sich auf qp, das untere auf 0: 

• » 

und zwar wenn man setzt 

c; = (*,+«,— »je,-*«,*,, /; =(« f +« J -*)/ , ,-*# l # a , 

so ist <f = C„_ 0 , <l> = Daher ergiebt sich folgender Ketten- 

bruch, der gleichfalls an der gehörigen Stelle von selbst abbricht: 

(63 ,a)...^-i 



etc. 
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Wendet man (63) und (63, o) auf den besonderen Fall 6 = 0 

an, für den x sich in 1 verwandelt, so kennt man bereits die St, 

y, etc. kann also f,.(f, etc. von vorn herein bilden und hat auf 

diese Art die beiden Kettenbrtiche (63) ftir A = x = 1 summirt. 

So findet man als Summe von (63) nach §. 82 für ein gerades n 

den ersten, für ein ungerades n den zweiten dor beiden Ausdrücke 

_ ( S -l')(?-3V..(g-(»i- l)') 

»(*-2 , )(s-4*)...(«-n a ) ' ^ 

(s — 2 9 )(s — 4')...(s — (w— 1)') . ^ 

(* -l*)(s-3*)...(3 — «') ^ 

für (63, a) ergiebt sich bei geradem resp. ungeradem n J! 

(g-2 , )(a-4^)...(g-w t ) ? 

^-l0(»-3 , )...(*-l»-in ' 4 

(»-l a )fr--3')...(»-» f ) 
5 ( S -2 , )(5-4 s )...(5-(«-l)*)' ^ 

§. 96. Es bleibt noch übrig die Werthe der a, /?, etc. auf- J 
zustellen; die vollständige Angabe der sich auf die Ä" beziehenden 
Grössen, also der a allein, genügt, da die Uebertragung auf die 
übrigen Klassen der E einer Wiederholung dessen gleich kommt, 
was über die K bemerkt werden wird. Um das Resultat, wie es : ] 
aus der mehrfach benutzten allgemeinen Theorie folgt, hier anzu- 
geben bezeichne man, wie es Weierstrass thut, eine Unter-De- 
terminante von f(z) von der Ordnung a, welche aus f(*) durch ß 
Fortlassen der a*"* HorizontalrehSe und der fi*'" Vertiealreihe ent- ) 

aß a p fl a 

steht mit /», so dass f{s) = f{z), durch /"'(*) den Differential- 
quotienten von f(z). Dann ist 

1 t 0 1 o+l oft 



allgemein 



w+i «Ii 



bis m = a, so dass sich schliesslich (61) in die Gleichung 

17* 



also (cf. Baltzer Det. §.15, 10, S. 94) 
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verwandelt, (wenn man nämlich 2m — S statt g einführt um der 
Formel einfachere Jndicea zu geben), und dass umgekehrt nach 
(61,6) gefunden wird 



M f 1 M f 1 

-*W(**) 



Es ist endlich noch zu erwähnen, dass die (a+1)' Quadratwurzeln, 
welche in den so entstehenden o+l Formeln auftreten, sich auf 
<J+1, (für jedes ft* eine einzige) reduciren, da nach einem eiu- 
fachen Satze über Partialdeterminanten 

a a ß ß aß 

gesetzt werden kann. 

§. 97. Die Theorie, welche in diesem Kapitel auseinander- 
gesetzt wurde, mag durch einige numerische Rechnungen erläutert 
werden, welche sich auf die ersten Werthe von n beziehen; der 
Fall n 5= 0, der nur ein constantes K, so wie n =? 1, der mir ein 
K, L, M. liefert, wird fortgelassen und wir beginnen mit » =■ 2. 
Man vergl, hier die numerischen Beispiele in §.83 — 85. 

1) » = 2; i 9 = 3, t t =1, 

2) n = 3; < 0 = 6, *, = {, a» f , 

3) « S 4; #, = 10, 1,-5, = = 2, 

4) » = 5; # tf = 15, f, = 7, # t = G, #, = {, * 4 = «, 

5) n = 6; # 0 = 21, e, = 10, #, =9, f s = V, '4 = «» = 3 - 
[Für ein festes « geben j * t > etc. die Differenzreihe }, |, ete.J 

Es sind nun die Kettenbrüche des §.95: 
1) n = 2 

M B J 

1— * 

?(») _ 

*w , ja 
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2) fl = 3 

_ J 



A») 6 . 
*(») _ _J 



6A 



-^x 



3) n = 4 
FW 1 



A*) 10 _,_- 55« 



7x 

8 — * 



2-» ' 
9« _ J 



10A 



4) » = 5 

J 

A*) 15 1 105 * 



27 * 

13 — s — 



7—» 
*W 1 



42x 



5) » = 6 

FW _ J 

A») ~ 21 _,__?^ 



19 — s — 



"x 



3-* 

qrW _ J 

<*W ~ j 2U 



Aus diesen Kettenbrüchen ergeben sieb die Grössen F, f, q> und 
0 wie folgt: 
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1) n=2 

F=l-s 

f = 3-4* + * 5 -3* 

5 + 3A 
Ä 

0 = _ * 

2) ji= 3 

F = 4-* 

f = 24-15x-10* + *' 

33 — 15x ,9i 
? = ^ + y -(7+3A)*+* a 

33 — 15x 9A 
0 =— y -(7-3A)*+*> 

3) » = 4 

F=r 16-7x-10« + » 8 

/" = 160-160x-116«-|-52xa+20« a -s 1 

m 209-fll<H-63x 

9= | (15 + 5A)* + *' ; etc. 

Für A = x = l entsteht wenn z. B. n = 5 oder 6 genommen wird: 

n = 5. F - (*-4)(*-16) 

' t (*-l)(*-9)(*-25) 

Jf _ (*-l)(*-9)(g-25) 
c/> *(a-4)(*-16) 

«=6- F - (*-l)(g-9)(«-25) 
' f z(z — 4)(s — 16)(a— 36) 

= (* — 4)(g — 16)(g — 36) 
0 (a-l)(*_9)(z-25) * 

Um die Formeln für f, q>, F in unserer Gestalt mit denen von 
Lame* zu vergleichen, mögen die von Lame* für dieselben Func- 
tionen aus §. 83 — £5 hinzugefügt werden ; <!> folgt aus rp durch 
Vertauschung von X mit — l. Nach Lamers Methode wurde z.B. 
für n ss 4 gefunden 

0 = p'a (a — 4) (s — 1 6) -f 1 68tf* -f 409 (* — 1 6) 

0 = (p(*-l)-3c , )(p(s~9)--7c Ä ) + 849 
0 = p'(*-l)(*-9) + 2ö 9 , 
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Gleichungen, welche sich in der That resp. in /"=0, qp = 0, F=0 
verwandeln, wenn man für p und q die Werthe b'+c'*, b*c* setzt 
Die in diesem Kapitc] mitgeteilten Untersuchungen rubren 
vom Verf. her, und sind zum grösseren Theil im 56 le " Bande deB 
Borehard t'schen Journals initgetheilt worden, erscheinen aber hier 
vereinfacht und vervollständigt; verschiedene Vorzeichen an den 
beiden Stellen sind durch verschiedene Festsetzungen über die C, 
etc. zu erklären. 

Fünfte« Kapitel. 

Dirichlet's Beweis das» Functionen zweier Veränderlichen 
nach Kugelfunctionen entwickelt werden können. 

§. 98. Es sei f(6, tp) eine von 0 = 0 bis 6 — n und von ip = 0 
bis \\> = 2ti willkürlich gegebene immer endliche Function; lässt 
dieselbe sich nach Kugelfunctionen entwickeln, also sich durch eine 
Doppelsummc 

f{0,tp) = "l* 2:V^(co8Ö)(cr»cosmi// + ^sin/wv/) 

darstellen, so ist die Eiitwiekclung, wie man bereits aus §.72 weiss, 
nur auf eine Art möglich. 

Um den Beweis hier noch einmal auf eine von der früheren 
etwas verschiedene Art zu führen, sammele man alle Kugelfunctio- 
nen, die dasselbe n haben, und nenne ihre Summe X*, dann wird 
X' eine Function, die in Bezug auf 0 und tp nach dem Ausdrucke 
des §. 66 zur Gattung P" gehört, d. h. die ganz und vom » ,fn Grade 
nach cos0, sintfcosuv, sinflsinuv ist, und der partiellen Differential- 
gleichung 

i K m9 w ) , i ö*x" , . 

genügt; man kennt auch die allgemeine Form einer Function die 
zur Gattung der P" gehört, nämlich 

(6) ... £ Pl{clcosmtp+k n m smmtp). 

in— i) 

Es ist daher zu zeigen, dass eine Function fi(6,xp) sich auf 
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eine Art allein in eine Reihe 

(c) ... f{6, tp) = .JF+X' + XS-etc. 
entwickeln lägst, deren fi tM Glied X" zur Klasse der 
P" gehört. 

Ist dies bewiesen, ist also bei gegebenem f die Function X* 
für jedes ganze nicht negative n bestimmt, bo folgt nämlich un- 
mittelbar, dass auch die Coeföcienten von cosmuv und zmmip in der 
Entwickelung von X* nach Sinus und Cosinus der Vielfachen, daher 
auch die c und k in der Formol (6) bestimmt sind. 

Um den Beweis zu fahren zeigt man zuerst mit Laplace*) 

dass p n ri n 

j dOJ X m Y m sin 6 dtff 

immer verschwindet, wenn m von n verschieden ist und Y m irgend 
eine zur Classc der P M nach 6 und y> gehörige Function bezeich- 
net. Multiplicirt man dazu (a) mit Y M BmddOdtp und integrirt in 
den Grenzen, so wird das — n(n-f-l) fache des Integrales gleich 
einer Summe zweier Glieder, nämlich von 

/■=*/ Y -W dtp ' J d V Y —Bö—* 0 ' 
in denen nach zweimaliger Integration durch Theile, wie sie schon 
öfter in ähnlichen Fällen vorgenommen wurde, sich nur die Indices 
n und m gegenseitig umtauschen, so dass die Summe der beiden 
neuen Integrale das — m(iw-fl) fache des gesuchten giebt. Das 
«(n +1) fache einer Grösse kann aber nur gleich dem ro(m-f-l) fachen 
derselben werden, wenn die Grösse Null ist. 

Wir verstehen unter y wie früher eine aus 6, 0 { , V""~Vi = rp 
durch die Gleichung 

cos y =s cos 6 cos 0, -f sin 6 sin 0 i cos rp 
zusammengesetzte Grösse; indem P"(cosy) selbst zur Klasse der P 1 " 
gehört, schliessen wir weiter mit Laplace: Es ist 

J = J n dO sin oJ' n X n P w (cos y) dtp = 0, 

so lange die ganzen Zahlen m und n nicht gleich werden. 
*) Memoiren von 1782. 8. 163. 
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Zweitens suchen wir mit Legen dre *) den Werth von «/ auf 
wenn m = n. Multiplicirt man dazu (6) mit 

r(cosy) =^(-l) - a;iC(cosö)lt(co8ÖJco8m(^- Vi) 

und mit tinddOdtp, so wird nach Integration in den Grenzen, mit 
Hülfe von §. 72, p. 184, der Werth von J für w=r n 

d. b. 2^rf ma * ^em Werthe von X* wenn 6 und V d«*in mit 0 t r> 

und vertauscht werden. Bezeichnet man diese Function, welche ^ 
also von 0, und tp, abhängt wie X* von 0 und t// mit X*, so lehrt J 
eine einfache Vertauschung der Buchstaben 0 und tp mit 0, und $ 
dass 

?^±i sin0, /''^•r (cosy)d Vl = X". 

Dieser Satz, verbunden mit dem vorigen über das verschwindende 
Integral, reicht wie man bereits aus ähnlichen Untersuchungen 
weiss hin, um die Einheit der Entwickelung von f nach Kugel- 
funetionen zu beweisen ; er giebt auch die Entwickelung selbst wenn 
sie überhaupt möglich ist. Vertauscht man nämlich in (c) die 
Grössen 0 und \p mit anderen 0, und \jt xi so entsteht 

= etc., 
also mit Hülfe unserer Formel 

(<*)... X" = /> »in •,/ , 7(0, . *,)J^(cot y )^ 1 , 

0 II 

wodurch der Satz gewonnen wird: Eine Function f(0,tp) kann 
nur auf eine Art nach Kugelfunctionen entwickelt wer- 
den. Nur und immer wenn 

(64) ... n 7 2 J^lf n de^meJ \0 l9 v l )r(«m T )*i' l =M,y>), 

* 1 o II 

ist die Entwickelung möglich. 

Soll untersucht werden ob eine Function f(0,y) nach Kugel- 
functionen entwickelbar ist, so hat man also die linke Seite von (64) 

*) Memoiren von 1789 S. 436. 



- 
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zu betrachten; stellt diese Summe eiue convergeutc Reihe vor, und 
iat die Summe der convergenten Reihe genau f(0,\p) } so wird f 
in eine nach Kugel funetionen fortschreitende Reihe entwickclbar sein. 
Es zeigt sich unten, dass im Allgemeinen dio Summe genau f{0, \p) 
giebt und nur in besonderen Fällen sich davon unterscheiden kann. 

Di richtet hat in der mehrfach erwähnten Arbeit*) den merk- 
würdigen Beweis für die Möglichkeit der Entwickclung oder für 
die Gleichung (04) gegeben, welcher hier wiederholt werden soll. 
Müsste nicht in unserem Werke nothwendig eine wesentliche Lücke 
bleiben, wenn wir es untcrliessen, dieses Fundament für die An- 
wendungen auf physikalische Probleme vollständig festzulegen , so 
würden wir den Beweis von Dirichlct fortgelassen und nur auf 
ihn verwiesen haben; wer Dirichlet's Arbeiten kennt, weiss dass 
sie Muster auch der Darstellung mathematischer Stoffe sind, und 
selbst durch eine nicht wörtliche Mittheilung nur verlieren können. 
Der Verfasser wird daher wohl gerechtfertigt sein, wenn er den 
Theil der Arbeit von Dirichlct, welcher nicht schon im Vorher- 
gehenden verwendet war, möglichst genau nach dem Werke des 
Meisters mittbcilt. 

Einen anderen Beweis desselben Satzes hat Bon not**) im 
17 ,<,n Bande des Liouville'schen Journals veröffentlicht. 

§.09. Zunächst betrachte man einen besonderen Fall 
auf den der allgemeine sich in §. 101 ohne Rechnung wird zurück- 
bringen lassen, indem man 0 = 0 setzt. Dadurch wird ;' von xp^ 
unabhängig und eosy = cos0,; es tritt ferner P"(cosy) vor das in- 
nere Integral in (64) als constanter Factor, uud es verwandelt sich 
in jf(P\> machen zur. Abkürzung 

und dann geht die linke Seite von (G4), wenn man den Integra- 
tionsbuchstaben 0, mit t] vertauscht, in eine Summe der Glieder 

*) Cr eile, Joum. f. Math. Bd. XVII, Sur les serics dont lc teruie gene'ral 
depend de deax aogles. 

**) These de Mdcanique. Sur le dc'veloppement des lbuetiens cn ee'ries or- 
dpMHtes aqivant les fojiction» X» et Y» , S. 265 — 300. 
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II. Theil. Fünftes Kapitel. 
2n + 



267 



2 



i r x 



von w = 0 bis n = oc über. Mau bildet nun die Summe der ersten 
n Glieder dieser Reihe, die so lange u endlich bleibt natürlich im- 
mer existirt; es wird sich zeigen dass diese Summe mit wachsen- 
dem n einer Grcnie zustrebt, d. i. dass die unendliche Reihe eine 
Summe hat, und daun dass diese Grenze, d. i. die Summe der un- 
endlichen Reihe F(0) wird. Alles dies zu beweisen ist die Aut- 
gabe des gegenwärtigen und folgenden Paragraphen. 

Die Summe der ersten n Glieder, genauer vou w=Ü bis n — H, 
bezeichne man mit S mi und zerlege sie in S H s= T n -\-U HJ wo, wenn 
das Argument cosi? bei den P fortgelassen wird, 

T m a ±/ V(i?) P l + etc. + J>") sin tj drj 

o 

U> = f 'V(i?)(P'+2PHetc.+«0 85n ^ 

o 

gesetzt ist. Man transformirt nun T und U weiter, indem man für 
die P die im §. 10 abgeleiteten Integrale einsetzt, und zwar in T 
das Integral (7) welches noch für n = 0 gilt, in U dagegen (8). 
Beschränkt man sich zunächst auf die Betrachtung von T so ist 
klar, dass nach der Substitution unter dem Integrale eine trigono- 
metrische Reihe 

1 -j- 2 cos q> -f- 2 cos 2qp -f etc. 4- 2 cos nrp 
auftreten wird, deren Summe bekanntlich 



sin 



2tt + l 
2 



9 



ist Man hat daher 
2nT m = J n di}a,\nnF(ij) 



(p 

«»f 



cos — 



•/ 1/2 ( cns (o — 



sin 



2/j-f 1 
ö 9> 



y2(eos<jp — eosi?) 



8U T 



■ SP 



sin 



2n+l 



9 



|/2(cos>? — cosiy) 



8in f 



5 

> 

3 



•u 

.1 
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hier lässt sich aber die Ordnung der Integration umkehren. Denkt 
man sich zur Ableitung der bekannten bei der Umkehrung anzu- 
wendenden Hülfsforroel unter x und y gewöhnliche rechtwinklige 
Coordinaten, unter 0(x,y) eine beliebige coritinuirliche Function 
von x und y, so kann man den Werth von 

J<9(x t y)dxdy, 

wo über alle x und y integrirt werden »oll, die in dem recht- 
winkligen und gleichschenkligen Dreieck liegen, dessen drei Eck- 
punkte x = 0, y s= 0; x = a, y = 0; x ss a, y = a sind, sowohl 
durch die erste als durch die zweite der beiden Formeln 

f*dxf 0(x f y)dy, j dyj &(x,y)dx 

i) o o y 

ausdrücken. Indem man statt der linken Seite der so gewonne- 
nen Gleichung die rechte setzt, transforrairt man den ersten Theil 
von 2*7», durch das umgekehrte Verfahren den zweiten Theil dieser 
Grösse; macht man dann zur Abkürzung 

'» y2(cos<jp — cos>;) 2 *f y2(cosiy — cos 9) 

1 

so erhält man die Gleichung 

. 2n+l 

l fn Bin — J-V 

(«)... T n = —J BW — 

8in f 

Die Function II(q>) wird nicht unendlich, so dass sich leicht 
die Grenze bestimmen lässt, der T m mit wachsendem ♦» zustrebt 
Aus dem Satze über die Entwickelbarkeit einer Function JI(y) 
von <p = 0 bis q> = n nach Cosinus der Vielfachen von *p folgt 
nämlich (m. vergl. die Bemerkungen über trigonometrische Reihen 
im §. 10), dass TI(<p) gleich 

\ 6 0 + 6, cos (p -f 6, cos 2<p -f etc. 

■ 

gesetzt werden kann, wo 

2 f n 

b n ss — / n(rf>) co* nq>d<p 
*o 

wird, dass also, wenn man für die b diesen Werth einsetzt, 

^ 6 0 +6 4 cos tp + etc. + 6» cos nq> 
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mit wachsendem n der Grenze JI((p) f im speciellen Falle für (p = 0, 
dass 

4 + 

mit wachsendem n der Grenze 11(0) zustrebt. Dnrcli Substitution 
der Werthe für die b folgt hieraas endlich, mit Hülfe der oben 
angewandten Formel für die Summe 

1 -f 2 cos qp -f 2 cos 2<jp -f etc. -f- 2 cos n<p , 

dass 

. 2n + l 

als Grenze für n = oo den Werth JI(0) ^besitzt. 

Durch diesen Satz ist man im Stande, T«, zu bestimmen; es 
wird nämlich gleich iJT(O), d. h. 

u 

An merk. Das obige Verfahren kann man streng genommen 
nicht als Beweis dafür gelten lassen, dass (6) dein Werthe 11(0) 
zustrebt, indem gerade aus dem letzten Satze in der Regel be- 
wiesen wird, dass eine Function von q> in eine trigonometrische 
Reihe entwickelt werden kann: man mag es also nur so auffassen, 
dass es dazu dienen soll, auf den Zusammenhang des bekannten 
Satzes über die Möglichkeit der Entwickelung in trigonometrische 
Reihen mit der Werthbcstiinmung des hier anzuwendenden In- 
tegrals (b) hinzuweisen. Selbstverständlich hat (6) für n •= oo 
auch noch den Werth 11(0), wenn JI(qp) nicht unsere Function, 
sondern irgend eine andere endlich bleibende bezeichnet. Wegen 
der späteren Untersuchungen wird noch hinzugefügt, dass der 
Satz richtig bleibt, wenn II an irgend welchen Stellen 
zwischen 0 und n zwar unendlich wird, aber so dass 

J* 9 II(<p) dtp endlich und continuirlich bleibt, so lange 

ü 

tp^n. In der That, es sei tp = yj eine solche kritische Stelle; 
sind ferner e und f sehr kleine positive Grössen, so zerlege man 
das Integral (6) in drei Theile, den ersten von 0 bis tf/ — e, den 
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zweiten von \p — t bis y-f-£, den dritten von V+£ ma *• ^ er 
erste ist (s. u.) genau JT(0) für n = oo, der dritte genau 0, der zweite 
wird, wegen unserer Annahme mit t und £ zu Null convergiren. 

Was Über den ersten und dritten Theil gesagt ist, beweist man 
auf folgende Art: Setzt man eine Function f(q>) statt Tl(<p) in (b) f 
so entsteht /"(0); nun sei f(q>) von <jp = 0 bis qp = ip— t gleieh Jl(qp), 
von da an 0, so wird 

2«-f-l 

_/ n( V ) _c/y = iT(0), (» = oo). 

" sin ^- 

Würde man aber f((f) von ff = 0 bis rp = ty>-f £ gleich 0, von da 
an bis ;i gleich Tl((f) setzen, so entsteht 

. 2n + l 

V+C sin^- 

§. 100. Es bleibt noch l/ x aufzusuchen. Wie oben angegeben 
wurde benutzt man für P" jetzt die Formel (8), und erhalt dann 
durch Umkehrung der Ordnung im Integriren 

(/„==—/ Ö(9>)(sin9 + 2sin2(jp4-etc.-r-»8iniiy)rf<f , 

) 2 (cos ff —cos»?) y'2(cos^— cosqp) 

Es ist @(f) eine endliche Function von ff, da e9 offenbar 
endlich bleibt, so lange F(>j), also so lange f(0,y) nicht unendlich 
wird : aber im Anfang des §. 98 wurde sogleich angenommen, dass 
f eine endliche Function sei. Ferner ist O auch continuir- 
lich nach (p: für die früher betrachtete Function iT(<f) brauchte 
das Entsprechende nicht nachgewiesen zu werden, während hier 
der Differentialquotient &((f>) statt JI in einem Integrale wie (6). 
des vorigen Paragraphen erscheinen wird, und deshalb der Nach- 
weis erforderlich ist. Man vergl. die obige Anmerkung. 

S(q>) bleibt continuirlich, wenn jeder der beiden Theile, welche 
diese Function ausmachen, also gewiss wenn jedes der beiden darin 
vorkommenden Integrale dieselbe Eigenschaft besitzt. Für eines 
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derselben soll hier der Beweis geführt werden; wir wählen dazu* 
das letztere, und haben also zu zeigen, dass mit abnehmenden i 
p +e F(7j) »in tj dt] /* F(i?)8ini ? c/i ? 

^(COSJ? — COS(ff + *)) % ^2(0081/ — cos <p) 

zu Nnll convergirt. Das erste Integral zerlege man in eines von 
0 bis (p, welches sich mit dem zu subtrahireuden in eines von 0 
bis (f> vereinigt, und in 



r 



^(cos»; — cos((jp+*)) ' 
bezeichnet G den grössten Werth von F(ij) innerhalb der Inte- 
grationsgrenzen, so ist das letztere Integral 

< G . [|/2 (eos tj - cos ( (p + * ) )] J +g 

< 2G }4in|-sin (</>+|-)> 

verschwindet also für * = 0. Es bleibt noch das von 0 bis tp zu 
nehmende Integral, welches mit negativem Vorzeichen 

/•V(„)(-^M_ - -)d, t 

V J 2(c08T/ — COSff>) | 2 (cOS 1/ — COS (<p -f t )) ' 

ist. Wiederum sei G der grösste Werth von iu den Grenzen 
der Integration; der Factor von F(tj) unter dem Integrale bleibt 
immer positiv, da cos^ — cos<p<; cosi; — co*(fp -f *), *° dass das 
Integral kleiner wird als der Zahlwerth von 

G.[|2(cos^ — cos q>) — (cosi? — eos(<y>-f 
oder was dasselbe ist, kleiner als der Zahlwerth von 

2G [*h> | - 8 in^ + /sin ~ sin(? + i-)J. 

Das Integral verschwindet daher mit *. 

Auf ähnliche Art beweist man die Continuität des zweiten In- 
tegrales in G y also die von S selbst. 

Ehe man die weitere Untersuchung von U selbst beginnt, ist 
es zweckmässig, um spätere Unterbrechungen zu vermeiden, die 
drei Werthe 

0(0), e(»), 0»(O) 
aufzusuchen; die beiden ersten Ausdrücke verschwinden, wie man 
sogleich sieht. Bezeichnet man fUr den Angenblick die beiden in 
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Ö vorkommenden Integrale mit r und s bo wird 

n>(„\ r <P * <JP . q> dr <p ds 

also da * für y ar 0 verschwindet, &(Ö) gleich 

r , ds . . 

( » = 0) ' 

dr ds 

wenn ft'ir y = 0 endlich bleibt. Es ist nun ^ für o? = 0 gleich 



Lp. 



/2(t'0*tf — COS 

bezeichnet Jlf einen Mittel werth von F(q) zwischen j? = 0 bis »? = 9, 
so ist dieser Ausdruck 



9 

sin ~ 



= -[^(cos^-cosy)] , ; = 2ilf— , (p-O) 

(fr 

also gleich F(-fO). Auf ähnliche Art crgiebt sich dasa — für g> = 0 

endlich bleibt; sein genauer Werth ist nicht erforderlich. Man er- 
hält also 

6»(0) » F(+0)-*y V(*)eoi;p* 

o 

Wir gehen jetzt auf den Werth l/„ zurück, der sich nach In- 
tegration durch Theile, welche vermöge der Continuität von Ö(o>) 
gestattet ist, in 



»vi 




2n+l 



8m —(f 
(?) <*V 



verwandelt, so dass 

oder 5« = T^ + tf» gleich f(+0) wird. Es ist hierdurch das am 
Anfange des §. 99 angegebene Resultat bewiesen, dass nämlich die 
Reihe welche durch die linke Seite von (64) dargestellt wird, für 
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0~0 wenigstens, convergirt und 

II 

als Summe giebt. Sie liefert also für 0 — 0 im Allgemeinen nicht 
den Werth der rechten Seite von (64), der f(0, yi) sein würde, 
sondern den sogenannten mittleren Werth von f(0, ty), der mit 
f(0, y) übereinstimmt, wenn f(0, yi) von y unabhängig ist. Unter 
mittlerem Werthe irgend einer Function X (V), (0 < V < 2 *)> ver " 
steht man nämlich das von xp unabhängige Glied bei der Entwicke- 
lung von zip) m eme Reihe, welche nach Sinus und Cosinus der 

1 f 1 * ) 
Vielfachen von yj fortschreitet, oder was dasselbe ist — J z(V)ty> * 

U 9 

oder endlich das arithmetische Mittel der Ordinaten #(0), $ 
(^), etc. X (*«) ftirn=oo. $ 



der mittlere Werth der Function f(ä t , ty) aus allen ihren Werthen 
wird, die sie auf einem Parallelkreiße mit dem sphärischen Radius 0,, 
von A aus gerechnet, annimmt. Wird f für 0, = 0 von y, unab- 
hängig, so würde 

o 

der Werth von f(O if ty t ) im Punkte A selbst sein, während (6) im 

Heine, Handbuch d. Kugelfunctionen. Jg 



§. 101. Ohne weitere Rechnung gelangt man mit Hülfe einer 
geometrischen Construction zum Resultate im allgemeinen 
Falle. Man denke sich auf einer festen Kugelfläche mit dem 
Radius 1 einen festen Punkt A, und durch diesen einen gleichfalls 
festen aber nur nach einer Richtung von A aus verlängerten Bogen " 
eines Hauptkreises AB gelegt. Dieses Coordinaten- System bestimmt 
jeden Punkt S der Kugelfläche durch den Bogen AS eines Haupt- 
kreises (^«), den man gleich 0, setze, und den Winkel BAS = yt x , 
der zwischen 0 und 2n gezählt wird. Man weiss, dass das Element 
der Kugelfläche s'inddOdip ist, während 



vi 



Digitized by Google 



274 II. TbeiL Fünftes Kapitel. §. 101, 64. 

Allgemeinen das arithmetische Mittel aus allen Wcrthen von /*(*, Vi) 
für einen unendlich kleinen sphärischen Radius * vorstellt. 

Man vergleiche nun die Function X in §. 98 im allgemeinen 
Falle und im besonderen 0 = 0. Beide Ausdrücke sind Integrale 
oder Summen von Gliedern; jeder von ihnen enthalt das Element 
sin 0, dß t di}j t aller Punkte S der Oberfläche, ausserdem den Factor 
f(Pxi%) den mau B *d x Dichtigkeit im Punkte 0, , tp, oder S 
vorstellen kann: es kommt nun noch ein Ausdruck hinzu, der im 
zweiten Falle Function der sphärischen Entfernung SA des Punktes 
S vom Anfangspunkte ist, im ersten Falle dieselbe Function der 
sphärischen Entfernung SC von einem Punkte C, dessen Coordina- 
ten 0, \p sind. Ferner beachte man, dass bei der Integration die 
Gestalt der Elemente vollkommen gleichgültig ist, in welche man 
die Kugel thcilt; heisst also das einem Punkte »S angehörige Ele- 
ment du>, so sagt unser in den beiden vorigen Paragraphen be- 

2w+ 1 

wiesener Satz: Die Reihe, deren w' rs Glied gleich ist ^ mal 

einem gewissen Integrale über die ganze Oberfläche der Kugel, 
dessen Element besteht aus 1) dem Elemente der Kugel dm im 
Punkte S multiplicirt mit dem Werthe einer gegebenen Function, 
einer Dichtigkeit, im Punkte S; 2) einer Function P" der sphäri- 
schen Entfernung des Punktes S von einem festen Punkte A; — 
diese Reihe ist convergent, und hat als Summe die mittlere Dich- 
tigkeit im Punkte A, das Mittel für alle Punkte genommen, welche 
auf einem mit dem unendlich kleinen sphärischen Radius * von A 
aus beschriebenen Kreise liegen. Da bei dieser Art, das bewiesene 
Resultat auszusprechen, die ursprüngliche Eigenschaft des Punktes A, 
dass er Anfangspunkt des Systems ist, nicht mehr zum Vorschein 
kommt, so kann man den Punkt A durch C ersetzen, und findet 
so, dass die linke Seite von (G4) auch im allgemeinen Falle eine 
convergente Reihe bildet, und dass ihre Summe der mittlere Werth 
der Dichtigkeit in C, oder der Function f(0 t , v, ) für 6 = 0, , \p = \fp t 
wird, wenn nämlich das Mittel aus allen Werthen genommen wird, 
die diese Function für die Punkte eines mit dem unendlich kleinen 
sphärischen Radius t um 0, y beschriebenen Kreises erhält. 
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Bleibt f(0, yt) für alle unendlich kleinen Veränderungen von 6 
und tp continuirlicli , so wird die Summe auf der linken Seite von 
(64) daher genau f(0, y). 

§. 102. Die Methode, welche die Verallgemeinerung im §. 101 
verschaffte, ist von hoher Wichtigkeit bei der Betrachtung von Rei- 
hen, in denen die Function /*"(cosy) auftritt. Dirichlet hat sie 
später wieder aufgenommen, um die verschiedenen Fälle zu unter- 
suchen, welche vorkommen können, wenn aus dem für die Ober- 
fläche der Kugel gegebenen Potentiale nach den Prinzipien von 
Gauss und Green eine entsprechende Vertheilung von Masse auf 
der Kugelflächc aufgesucht werden soll*). 

Wir verlassen den Gegenstand mit einer Anwendung auf den 
Fall, in dem f{0, tp) von ip unabhängig ist, sich also auf eine Func- 
tion f{0) von 0 allein reducirt. In diesem Falle wird 

ü 0 

= / , (0 I )/ >n (cos0)P ,, (co8 0 I ); 
also giebt dann (64) das fUr Functionen einer Veränderlichen f(0) 
geltende Resultat 

f(0) = T ^±ip-( C os0) f n f(d)r(cosO)dO, 

I 

auf welches bereits im §. 13 hingewiesen wurde. Setzt man nämlich 

wo nun A H eine von 0 unabhängige Constante bezeichnet, so sagt 
die vorstehende Formel, dass die zwischen 0 = 0 und 6 = n end- 
lich bleibende Function f(0) in eine Reibe 

"i*>4 n r(cos<9) 

entwickelt werden kann, die nach Kugelfunctionen der einen Ver- 
änderlichen 6 fortscheitet, und giebt zugleich den Ausdruck der 
bei der Entwicklung vorkommenden Constanteu, wie er §. 15 ge- 
funden worden war. 

*) Ueber einen neuen Ausdruck zur Bestimmung der Dichtigkeit einer un- 
endlich dünnen Kugelschale, wenn der Werth des Potentials derselben in jedem 
Punkte ihrer Oberfläche gegeben ist. Geles. in der Akad. d. Wiss. am 28. Nov. 1850. 

18* 
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Zugleich lehrt aber die soeben vollendete Untersuchung, wel- 
chen Werth die Reihe 

vorstellt, wenn an irgend einer Stelle f{6) einen endlichen Sprung 
macht: sie ist dann das arithmetische Mittel von f(0+0) und f(ß— 0), 
wenn, wie früher, diese Zeichen auch hier die beiden zu dem be- 
treffenden 0 gehörenden Wertlie der Function f(0) vorstellen. 

Im allgemeinen Falle, wenn die entwickelte Function f(0,y) 
beide Argumente 0 und tfß enthält, hat man den Ausdruck 

wo T durch p. 265, d gegeben ist. Man sieht leicht ein, dass 
dieser Ausdruck (d) in der That die Form von p. 263, b hat. Setzt 
man nämlich in (d) für F"(cosy) seinen Werth (49,a) auf p. 175, d. h. 

m £( - 1 f a n m K (cos 6) K ( cos 6 X ) coa m (if> - ), 

so entsteht auf der Stelle 

m—H 

(65) ... X* = 2 /C(coaÖ)[c!Lco8mi//-f-CfiinOTi(yJ, 

II 

wenn die Constanten c und k durch die Formeln gegeben werden: 



II u 



0 u 

Sind die einzelnen Grössen X" für alle Ö und ^ gegeben, 
so kennt man die entwickelte Function f(0,y>)] es ist leicht ein- 
zusehen , dass man die X", und daher f{0, i//) , für alle 6 und \p 
finden kann, wenn sie für einen Werth von 0 und alle %f>, oder 
für alle 0 und zwei Werthe von v> gegeben sind. 
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I. Mechanische Quadratur. 



§. 1. Dezeichnet f(x) eine zwischen x = — 1 und a? = -fl 
beliebig gegebene cinwerthige und eontinuirliehe Function von x, 
so lässt sich nach Lagrang o's Formel eine ganze Function <p(x) 
immer so bilden, dass sie für » Wcrthe von x, welche ganz will- 
kürlich gewählt und durch a t , etc. «„ bezeichnet werden, mit 
f{x) übereinstimmt. Setzt man 

(1) ... (x) = (x — a i )(x — a t ) etc. (x — «„) , 

(1, a) . . . tp{x) == 

so ist nämlich q>(x) eine solclie Function. Denn die durch (1, a) 
gegebene Function ist offenbar ganz und vom (« — l) ten oder eiuem 
niedrigeren Grade; sie verwandelt sich ferner fUr x = a lt a t , etc. a n 
in /"(er,), f(<* t ) etc. f(cc H ). Es soll nun gezeigt werden, dass keine 
andere ganze Function <I>(x) existirt, welche fltr dieselben n Wertho 
x = « t , a t , etc. ar„ mit übereinstimmt, und zugleich von 
nicht höherem als dem (n— l) ,en Grade ist, so dass wenn 
überhaupt eine Function diese Bedingungen erfüllt — und <p{x) } 
wie es durch (1, a) bestimmt wird, erfüllt sie — diese die einzige 
ist. Wäre nämlich auch '/*(«,), <0(« t ) etc « gleich /"(a,), f(a t ) etc., 
so raüsste <!>(x) — fp(x) durch x — a lf x — a t etc., also durch ffj(x) 
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Quadratur. 



§• i, i- 



theilbar sein, was nur geschehen kann wenn <I>(x) = <p(x) 7 weil 
der Grad von tp genau n, der von 0 und (f höchstens n — 1 ißt*). 

Der Ausdruck ff(x) kann ein Näherungswerth von f(x) ge- 
nannt werden, was so zu verstellen ist, dass bei hinreichend grossem 
n, (wenn nur die a nach solchem Gesetze gewählt werden, dass 
sie sich überall auf der Abscissenachse in dem Intervalle von — 1 
bis +1 häufen, und kein Raum von beliebig kleiner Ausdehnung« 
bei hinlänglich grossem n bleibt, in welchen kein a fiele) f(x) — f f(x) 
von x = — 1 bis a?= -f 1 beliebig klein bleibt. Es folgt dies aus 
ganz bekannten Prinzipien, indem f{x) nach der Annahme, <f(x) 
als ganze Function continuirlich bleibt. Stellt man f und rp auf 
gewöhnliche Art geometrisch als Curven dar, so inuss auch, die 
Fläche des ^wischen f und <p liegenden Stückes mit wachsendem n 
beliebig kleiu werden, so duss, wenn man 

f f{x)dx—f (p{x)dx — D 
-i -l 

setzt, D mit hinlänglich wachsendem n beliebig wenig sich von Null 



*) Im 53 len Bande des Borchardt' sehen Journals theilt Thebychev 

S. 286 eine, nach der Angabe im Journal, am 2 °* Qctober i ö5 4 i n ^er Petersburger 

1. November 

Akademie gelesene Note mit, welche eine höchst interessante, übrigens aus ein- 
fachen Sätzen über Kettenbrüche leicht zu verificirende, noch von Niemandem 
früher bemerkte Transformation einer solchen Function <j> enthält. Denkt man 

sich nämlich . ' in einen Kettcnbruoh entwickelt, bezeichnet fer- 

q > + q7f^. 

ncr durch N lt N it etc. die Nenner der Näherungsbrüche dieses Kettenbruchs, durch 
A n A. Jt etc. die Coefficientcn von x in </,, q , etc., so wird 

wi~h w-"if tu—n 

fW = A i2 n^)-A^\(x) 2 N t (« m )f{p m )+AtN t (x)£ N t (««)/>«) -etc. 

m— 1 m=l tn- 1 

Folgen die « — fährt Thebychev fort — sich in unendlich kleinen Zwischen- 

x+l 

räumen, so wird der Kettenbruch bis auf unwesentliche Unterschiede log - 

x — l 

geben, während die A r sich in die P verwandeln; '/■(*) stimmt dann von a?= — 1 
bis xs-f 1 mii f{ x ) überein, und man erhält die Entwicklung von f(x) nach 
Kugelfunctionen. Seitdem wnrdo im Liou ville'schen Journale, Deuxiferae Serie, 
T.III, pag. 289 eine grössere Arbeit von demselben Verfasser über diesen Gegen- 
stand: Sur lcs fractions continue* par M. Tchebichof, traduit du Russe par 
M. I. J. Bienayme, präsente le 12. Janvier 1865 k l'Acaddmie imperiale des 
sciences de Saint- Pe'tcrsbourg veröffentlicht , dem endlich auch Rouche* eine 
eigene Abhandelung im Cah. 37 des Polytechnischen Journals gewidmet hat 
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unterscheidet, oder J %1 fp{x)dx ein Näberungswerth des gesuch- 

-l 

ten Integrales J f(x)dx ist. 

Drei Dinge fassen wir in's Auge, von denen die Grösse D 
oder die Annäherung abhängt, die man erreicht, wenn man statt 
des gesuchten Integrales, welches f enthält, dasjenige nimmt, in 
welchem f durch <jp ersetzt wird. Es wird der Grad der An- 
näherung durch Wahl von n bedingt, d. h durch die An- 
zahl der Abscissen x = a, für welche man Ordinaten f{x) berech- 
net, um (p(x) zu bilden: wir sagen kürzer, man interpolirt aus 
ii Werthen. Zweitens hängt er von f selbst ab: ist z.B. f 
eine Function vom höchstens (n— \) x * a Grade, so wird /"genau gleich 
<p wenn man aus n Werthen interpolirt und D ist genau Null, so 
dass durch Interpolation aus mehr als n Werthen eine grössere 
Näherung nicht erreicht wird. Ein dritter Umstand, der aber erst 
in den späteren Paragraphen sorgfältiger betrachtet werden soll, 
von welchem der Werth D abhängt, ist die Wahl der Abscis- 
sen or. Man tibersieht, dass je nachdem eine Curve (»— l) ,e " Grades cp 
durch diese oder jene n Punkte von f gelegt wird, ganz verschie- 
dene Werthe von D entstehen können; die zweckniässigste Wahl 
der Abscissen wird also von der Natur von f abhängen. Ob man 
f genau kennen muss, um zu bestimmen, welche Abscissen am 
zweckmässigsten gewählt werden, oder ob es z. B. schon genügt 
zu wissen, dass f in eine schnell convergirende Potenzreihe ent- 
wickelbar ist, wird sich später zeigen; das Prinzip ist aber 
festzuhalten, dass nur solche Methoden brauchbar 
sind, bei welchen die Wahl der o nicht von der beson- 
deren Natur von f abhängt. Bestimmt man nämlich ein für 
alle Mal welche a man für jedes n wählen will, so kann man eine 
Reihe numerischer Werthe im Voraus berechnen und in Tafeln brin- 
gen und dadurch, wie sich sogleich zeigen wird, die Rechnung we- 
sentlich abkürzen. 

Bildet man mit Hülfe von (\,a) den Näherungswerth für das 
gesuchte Integral, und setzt 
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V (x — a m ) 

so wird derselbe 

(2) . . . f * y(x)dx = A l f(a l ) + A t f(a t )+ etc. +A H f(a n ). 

Setzt man fest, welche Abscissen a für jedes n gewählt werden 

\l)ix\ 

sollen, so ist für jedes n auch xp(x) und ebenso — — ~ von vorn 

x ct m 

herein bestimmt; als ganze Function von x kann dieser Ausdruck 
zwischen beliebigen Grenzen, z. B. —1 und -f 1 genau integrirt, 
also A m im Voraus berechnet werden. Ist dieses geschehen, so 

f(x)dx aus n AbBcissen 

nach (2) nur n Multiplicationen bekannter Wertho A mit zu be- 
rechnenden f(a) und ebenso viele Additionen erfordern. 

Dies ist die Methode, durch welche, nach Angabe von Gauss *) 
Cotesius in der „Harmonia mensurarum", mit Benutzung der Vor- 
arbeiten von Newton, die bestimmton Integrale angenähert findet. 
Cotesius wählt die Abscissen so, dass für ein jedes« die Grössen 
a i> *ti etc. er» in arithmetischer Reihe fortschreiten, und giebt in 
einer Tafel, die in der vorerwähnten Arbeit von Gauss über mecha- 
nische Quadraturen abgedruckt ist, die Werthe der A von « = 2 
bis n = 11. In dem letzten Falle z. B. sind die Abscissen a gleich 

— 1,0; —0,8; —0,6; etc. +0,6; +0,8; +1,0. 
Man kann übrigens leicht zeigen, dass bei solcher Wahl der a für 
ein gerades « die A paarweise gleich sind, für ein ungerades mit 
Ausnahme von j4 wf i, dem mittleren Gliodc. In der That zeigt sich 

leicht dass A x = A n , etc. allgemein dass A m = A H + i-. m ist. Bcrüek- 



siehtigt man nämlich, dass a, = — 1, a, = — 1-j -, etc., dass 

ii i 

allgemein 

Ctm = —1+2 _ , Ct H{l m = — «,„, 

y>{x) = (x- er,) (x — a^ix-a, )(x -a„_i) etc., 



*) Methodus nova integralium valorca per approxitnationem inremendi. 
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so wird gefunden 

\p(x) = (x-a x )(x + a x )(x-~a t )(x + a % ) etc. , 
wo das Product für ein ungerades n mit dem Factor x schliesst* 
der keinen zugehörigen besitzt. Dadurch entsteht 

y(») = (-l)>(-*), 
also wenn man nach x diffcrentiirt und dann x = «„ »etet 

■<,»(«.) = (-i)" + V («.+•—), 

Wird statt x als Veränderliche eingeführt, so verwandelt sich 
die rechte Seite in A m . 

Anmerk. Was oben über die Tafel von Cotesius gesagt 
wurde ist nicht ganz genau, indem dieser Autor sie für den Fall 
gegeben hat, das» man Integrale zwischen den Grenzen 0 und 1 
berechnet, also die a in arithmetischer Reihe von 0 bis 1 zunehmen 
lässt. Es bedarf zur Rcduction der gegebenen Tafel auf die für 
unsere Darstellung anzuwendende nur einer unbedeutenden Rech- 
nung. Um im Folgenden die in der Theorie entwickelten Formeln 
unmittelbar gebrauchen zu können haben wir uns die erwähnte 
Veränderung erlaubt. 

§. 2. Der Grad der Näherung bei dieser Methode, wenn man 
die a wieder allgemein nimmt, lässt sich berechnen, so oft man 

J* f(x) dx genau angeben kann : interpolirt man aus n Werthen, 
so wird er offenbar durch 

/ % \ m=n 

(3) . . . D = / f(x)dx- 2 A m f(a m ) 

ausgedrückt. War f(x) vom höchstens (w — l)' en Grade, so ist wie 
man schon weiss, der Fehler D = 0 } und zwar bei willkürlich ge- 
wählten a, weil dann <p(x) = f{x) ; der Fortschritt, welchen 
man Gauss in der oben erwähnten Arbeit verdankt, be- 
steht darin, dass er gezeigt hat, wie durch angemessene Wahl der a 
unabhängig von der besonderen Natur von f(x), noch der Fehler 
verschwindet, wenn f(x) auf den (2n — l) ,e " Grad steigt. Geome- 
trisch betrachtet hat also Gauss uaebgewiesen : Bestimmt man n Ab- 
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scissen a von —1 bis +1 auf gewisse Art, und wählt beliebige 
n Punkte mit diesen Abscissen, legt dann eine beliebige Curve höch- 
stens vom (2» — l)* en Grade f(x) durch diese n festen Punkte, so 
bleibt für jedes andere f(x) der Flächenraum derselbe, welcher durch 
die Curve, die Abscisseoachse, und die beiden Ordinaten in den 
Punkten deren x gleich —1 und gleich 1 ist, begrenzt wird. 

Der Bequemlichkeit halber bezeichne man den Fehler, welchen 
man bei einem bestimmten n und festgehaltenen a begeht, wenn 
f(x) die Function ist, deren Integral man berechnen will, also das 
D der Formel (3), vollständiger durch Df(x), so dass wenn F(x) 
eine andere Function, c eine Constante bezeichnet 

D(f(x) + F(x)) = D(fx) + DF(x) 
D(cf(x)) = cDf(x) 
wird. Stellt f{x) eine ganze Function oder eine Reihe vor, so wird 
sich Df(x) aus Grössen Dx" zusammensetzen lassen. In der That, 
ist f(x) in eine von x = — 1 bisa; = -fl convergente Reihe ent- 
wickelt 

f(x) = b a -\-b.x-\ b t x 9 + etc, 

so wird 

Df(x) = b*Dl+b t Dx+b t Dx* + etc., 
und verwandelt sich, da Dx p bei den gewöhnlichen Methoden ver- 
schwindet wenn p<n, bei der Gaussischen noch wenn p < 2n, 
bei den gewöhnlichen Methoden in 

Df(x) = b n Dx» + b H{l Dx n + i + etc. 
bei der Gaussischen in 

(4) Df(x) = b^Dx^+h« f iDar^ + etc., 
hängt also in (4) nur von entfernteren 6 als in der vorhergehenden 
Gleichung, nämlich von 62», 62« 11, etc. ab. Da die Reihe conver- 
girte, so werden die b um so kleiner, je weiter man sich vom An- 
fange der Reihe entfernt, und bei hinlänglich grossem u wird 
6?,, frin-fi, etc. beliebig klein. Im Allgemeinen, kann man also 
sagen, muss bei der Gaussischen Methode der Fehler geringer 
sein als bei anderen, in welchen die Abscissen a beliebig gewählt 
wurden, er also schon von 6», b Mil , etc. abhäogt. Man darf aber 
nicht ausser Acht lassen, dass die Grössen D in der unteren Glei- 
chung (4) andere sind als in der oberen, weil sie sich auf andere a 
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beziehen, dass also oben Dx? kleiner sein kann als dasselbe Glied 
unten: es wäre möglich, dass oben die Art, auf welche die a ge- 
wählt wurden, solche D schafft, welche gerade eine besondere Be- 
ziehung zu den b haben, und dass sie die Summe der Reihe be- 
sonders klein macht. Wir wollen uns deshalb über die Näherung, 
welche durch die Gaussischc Methode erreicht wird bestimmter 
ausdrücken, iudem wir sagen: Durch Interpolation aus »Wer- 

then wird f(x)dx genau vermittelst (3) ausgedrückt, 

wenn f(x) vom höchstens (2»— l) ,en Grade ist; ist f(x) in 
eine convergente Reihe entwickelt, so gehen in den 
Fehler nur 6 2n , 62^+1, etc. ein. Welchen Einfluss diese einzel- 
nen (abnehmenden) Grössen haben, wird unten gezeigt werden. 
Bei der Methode von Cotcsius wird das Resultat bei einer Inter- 
polation aus n W'crthen ein solches sein, welches man aus dem 
eben angegebenen abliest, wenn man überall 2» mit n vertauscht. 

§. 3. Die erste Aufgabe, welche zu lösen ist, besteht in 
der gehörigen Bestimmung der er, die nach §. 2 so auszuwählen 
sind, dass Df[x) verschwindet, welche Function (2m — l) ,on Grades 
auch f(x) sei. 

So lange f(x) nicht den w"" Grad erreicht, wird offenbar q>{x) 

nach (1, o) berechnet gleich f(x). Diese, schon §.2 augewandte 

Gleichheit, folgt unmittelbar daraus, dass sonst f(x) und <f>(x) zwei 

verschiedene Functionen vom höchstens (n — l) 1 *" Grade wären, die 

für « W r erthe von x übereinstimmen, was (§. 1) unmöglich ist. Ist 

aberf(ar) von höherem als dem (n— l) ten Grade, so muss f(x) — q>(x), 

da es für x = a, , a t , etc. verschwindet, immer vorausgesetzt dass 

die « verschieden sind, durch \f>{x) theilbar sein: der Quotient 

f{x) — (p(x) 
y{x) 

ist eine ganze Function vom höchstens (n— l) ,en Grade, wenn f(x) 
den (2w— l) len nicht überschreitet. Jede solche Function f(x) hat 
also die Form 

f(x) = <p(x)+y(x)(a 0 +a l x + etc.-f an-ix"- 1 )- 
giebt man den Constanten a alle möglichen Werthe, so hat man 
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alle möglichen f{x) vom höchst eos (2» — l) tra Grade, die sieb für 
x = a % , a t , etc. in feste Grössen /"(«,), ctc - verwandeln. 

Es wird also 

Df (x)-=J %p (x) -f a, x + etc. -f a„_i x*— 1 ; dx , 



und soll dieser Ausdruck für alle möglichen £ also für alle a # , a, , etc. 
verschwinden, so rouss y(*) «o beschaffen sein, dass 

x m tp(x)dx = 0 

-i 

von »i = 0, bis tn = w— 1; und umgekehrt. Ein solches y(x) war 
bereits im §.63, p. 163 — 160 gefunden, nämlich 

V/(x) = />,"(x); 

P f '(x)== 0 hat auch n verschiedene reelle Wurzeln a zwischen —1 
und +1, so dass man folgendes Resultat erhalt: 

Sind a,, a a , ctc. a 9 die Wurzeln der Gleichung P"(x)=0, 
und setzt man 



a =-*— r^-dx 

y/ (<**)./ (x— or m ) 



so wird 



verschwinden, so oft f(x) den 2n ,en Grad nicht erreicht. 

Hiermit ist die Aufgabe dieses Paragraphen gelöst; man kann 
noch hinzufügen, dass die A hier dieselbe Eigenschaft wie bei der 
Methode von Cotesius haben, dass nämlich A t =A nf A t =A mn - 2} etc. 
wenn die Wurzeln a der Grösse nach von —1 bis +1 geordnet 
sind. Der Beweis hierfür stimmt mit dem früheren im §. 1 überein; 
es ist nämlich o,= — a n , a t = — a^i, etc., so dass bei geradem 
n die Wurzeln paarweise gleich und entgegengesetzt sind, während 
bei ungeradem n eine Wurzel 0 allein steht. Es wird also 

_ 1 f l \i>(x)dx 
A n+t ^'(-«^y x +a m > 

aber y(x) — (—l)*ift(—x) t folglich A m = An+i-m. 
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§. 4. Wir gehen jetzt zur zweiten Aufgabe, der Be- 
rechnung des Fehlers über, den man begeht, wenn man bei 
dieser Wahl von y(x), während f(x) nicht mehr vom höch- 
stens (2n— l)' en Grade, sondern eine durch die Reiho 

f(x) — 6 0 + ^i x ~\- b t x*+etc. 
gegebene Function ist, 

J* f(x)dx 

gleich setzt 

m — n 

TN 1 

Die « und A bezeichnen hier dasselbe, was sie im §. 3 vorstellen. 
Indem man hierzu (4) benutzt, hat man Dx p zu untersuchen, wenn 
p > 2« — 1; ist p < 2« so wird Dx p = 0. 

Macht man iu (3) f(x) — x p f so ist genau 

/•> 2 

wenn p eine gerade Zahl, gleich 0 wenn p eine ungerade Zahl 
bezeichnet. Der Fehler entsteht, indem statt dieser Werthe 



m—m 



£ A n ~" 



gesetzt wird; für ein ungerades p ist aber diese Grösse Null, weil 
die Glieder bis auf ein für ungerade n vorhandenes mittleres, wel- 
ches aber mit 0^ oder 0 multiplicirt ist und deshalb fortfällt, gleich 
und entgegengesetzt sind. Man hat also 

(5) ... D(a*P+ i ) = 0, 
(o,a)... D*P = — 1 -JS i A m aZ, 

(5, b) ... Df(x) = b in Dx 1 * + 6,.. h ,to 7 «+ l + b u+ < Dx 7n +*+ etc. 

Den Ausdruck für die Fehler Dx 7 p kann man in einer eleganten 
Formel vereinigen, indem man (5, d) mit z~~ 1 multiplicirt, wenn 
a eine hinlänglich grosse aber sonst willkürliche Grösse bedeutet, 
und von 0 bis oo nach p sumrairt. Dadurch entsteht 

P £° z-*p- 1 Dx'p = log ^±4 -£>(*), 
p=u z—l 
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wenn 

m—m 4 

gesetzt wird; die rechte Seite log ^ _ ^ — D (a) ist dann, wie man 

sich auszudrücken pflegt, die erzeugende Function der Fehler, in 
so fern der Factor von %- 7 P~ l bei ihrer Entwickelung nach ab- 
steigenden % genau Dx*? giebt. Diese Function gestattet noch 
weitere Umformungen, die sie unmittelbar mit den Q in Verbindung 
bringen. Betrachtet man dazu A wie es p. 286 gegeben ist näher, 
so lässt sich das darin vorkommende Integral 

f l P* t (x)dx 
_i x — a 

mit 17 (er) vertauschen, wenn man 

-1 

setzt; denn für z — a verschwindet /^(s). Es ist aber tj(z) eine 
ganze Function (n — l)"* m Grades von 2, lässt sich also durch die 
Lagrange'sche Formel (\,a) folgen dermassen darstellen: 

Hier bezeichnet P'(a m ) den Differentialquotienten von nach s 

für * = a m . Berücksichtigt man das oben Uber tj (a) Gesagte, und 
dass P'{a m ) = H so findet man 

9 (») = J5(»)T Am 



m l S-ßm 

Da aber die n Grössen — a m mit den ebenso vielen a m Überein- 
stimmen, so wird auch 

«7(*) = %)T-^-, 

m—l *>~T a m 

also ti(s) die halbe Summe beider rechten Seiten, d. h. 

Auf diese Art ist ein neuer Ausdruck für £)(*) entstanden, nämlich 
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aber q(s) lägst sich in 

also nach (24) auf p.8G, £)(*) in 

verwandeln. Hierdurch hat man eine neue Gestalt für die 
erzeugende Function der Fehler, nämlich 

(9\ 0 1.2...n <?»(») n (?"(*) 
W'-' 2 1.3...(2 W ~1)^- 2 ^ 

die man übrigens noch vermittelst der Gleichung (a) des §. 64 in 

* + 1 

eine andere verwandeln kann, welche statt Q* den log- — j und 

Z H , den dort vorkommenden Zähler eines Kettenbruchs enthält: mit 
diesen Ausdrücken, welche uns dem Ziele nicht näher fuhren, be- 
schäftigen wir uns hier jedoch nicht weiter. 
Es kommt darauf an, (6) oder wenn man 



setzt, 



n\ 2 ( 1.2...« y 

C ~2«+lVi.3.,.(2«-l)>' 



, c x + 2(2n+3) + 

(6, <z) . . . c 



w(w— 1) 

*- 2^=17 s+etc - 

in eine nach * absteigende Reihe zu entwickeln; der Anfang der- 
selben ist 

Die Coefficienten der verschiedenen Potenzen s -2 ''"" 1 dieser erzeu- 
genden Function geben unmittelbar die Fehler Dx 1 **, so dass 

wird, während, wie man auch schon früher wusste, die Fehler 
von niedrigeren Potenzen der Grösse x fortfallen. Hieraus erkennt 
man, dass der Coefficient b 2n in f(x) bei einigermassen grossem n 
einen sehr geringen Beitrag zu dem Fehler Df(x) liefert; näm- 

Heine, Haodbucb d. KugeiAinctioneo. 2.9 
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lieb ebu; der von ist schon relativ grösser, indem er cbj H +i 

multiplicirt mit einer Grösse ist, die 1 übertrifft nämlich mit 

j ( n ^^^ 2 "^ ^ M _i0 : a ^ so ' u * ge" oni roen kann der Beitrag von 

bm+2 klein sein, wenn b? H +2 selbst klein ist Die ersten Glieder 
der Entwickelung von ((>, a) wird man zur Oorrection benutzen 
können, wenn f(x) in einer Itcihe entwickelt vorliegen sollte; Gauss 
braucht dazu da» erste Glied cb iu . 

Hiermit ist, bis auf die numerischen Werthe der hier vorkom- 
menden Grössen, Alles mitgetlicilt, was zu der wirklichen Berech- 
nung eines Integrales j* f(x)dx erforderlich ist; man sieht ferner 

-i 

leicht ein, dass ein unendlich entfernter Cocfficient b ip etwa den 
Beitrag n~r~ zlim Fehler liefern wird: da nämlich alle a m kleiner 

als 1 sind, so wird, wenn A und a das grösste A m und a m be- 
Eeichnen, nach (5, o) der Fehler Dx^p sich höchstens um 

nAa^P 

2 

von • , - unterscheiden. 
2» + l 

Um die A noch etwas genauer zu untersuchen, transformire 
man (6) nach den Regeln des §.31 in 

log 2 £ 



z-l m=l (l-al)(F[a m )y z-aj 
wenn wie dort 

dP*(x) . 

gesetzt wird. Da a m = — a» n_«, so geht der vorige Ausdruck in 
a-fl "•=» 1 1 

über, so dass bei der Entwickelung nach absteigenden z als Coef- 
ficient von z^p- 1 oder als Dx^p erscheint 

Dieser Ausdruck, mit (5, a) verglichen, giebt eine neue Form fUr 
A m , nämlich 
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m =" 1 / 1 V 

man siebt, dass Ä n positiv ist. Es lautete (5, o) selbst 



2 

hier bezeichne man zur Abkürzung die von g ^ subtrahirte Summe 

durch S p . Da jedes Glied in £7, positiv und a kleiner als 1 ist, 
so muss mit wachsendem p die Summe abnehmen, aber so dass 
sie positiv bleibt und 

ist. Für p = 0 hat man Dl = 0, also A l -\-A 9 -\ \-A n = 2, und 

daher ist jedes A kleiner als 2, ja sogar für ein gerades n kleiner 
als 1, indem je zwei von ihnen gleich sind. Auch noch für p = n— 1 
muss Dx 1 ? verschwinden, wodurch man erhält 

Nimmt man obige, a enthaltende Ungleichheit zu Hülfe, so ergiebt 
sich endlich 

2 

also der Fehler Dx 1 * -Wn-* unterscheidet sich von — — — — höch- 

2cr p 

stens um r« Genauer die Grenzen anzugeben war bisher 

2n — 1 

nicht möglich; wir ziehen das hier über die Fehler Gesagte fol- 
gendermassen zusammen: 

Berechnet man ein Integral nach der Gaussischen Methode 
aus n Abscissen, so wird der Fehler aus den Coefficienten b der 
Reihe, in welche sich f(x) entwickeln lässt, durch die rechte Seite 
von (5, b) zusammengesetzt. Die Coefficienten bis b^^i geben kei- 
nen Beitrag zum Fehler, wohl aber die folgenden, mit geradem 
Index, indem jedes Glied b p einen aliquoten Theil von b p zum Fehler 

beiträgt, und zwar ist der Beitrag immer b p mit einem echten 

2 

Bruche multiplicirt, der sicher nicht > 2n _ 1 war p sehr 

2 

gross, so ist dieser Bruch nahe x * Für p =^ 2» wird derselbe 

19* 
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sehr klein, nämlich c, für p = 2»-f 2 schon beträchtlich grösser, 
z. B. fUr « = 7 schon das Drei- bis Vierfache. Dieser Umstand, 
dass die späteren Glieder, in ungünstigen Fällen, d. h. wenn die b 
langsam abnehmen, einen erheblichen Fehler einzeln und daher in 
der ganzen Summe geben können, zeigt dass die Methode vorzugs- 
weise mit Vortheil und Sicherheit anzuwenden ist, wenn die zu in- 
tegrirende Function in eine stark convergirende Reihe entwickelt 
werden kann ; man wird aus n Abscissen zweckmässig interpoliren, 
wenn die 2n ersten und noch einige der folgenden Glieder die 
Function sehr nahe darstellen. Die Cotesius'sche Methode würde 
aber dasselbe schon fiir n Glieder verlangen, was die Gaussische 
für 2». 

Diese Methode zur näherungsweisen Berechnung bestimmter 
Integrale ist hier zum Theil nach der eigenen Arbeit von Gauss, 
zum Theil nach der Abhandlung von Jacob i im ersten Bande des 
Cr eile 'sehen Journals dargestellt. Im 55 8,#n Bande hat Christoffel 
diese Methode gleichfalls bearbeitet, um sie auf den Fall anzuwen- 
den, dass von den n Abscissen aus denen interpolirt wird, m fest 
gegeben sind, und nur n—m möglichst zweckmässig bestimmt wer- 
den sollen. Endlich hat Scheibner in den Berichten der Sachs. 
Gesellschaft vom 31. Mai 185G die Resultate des §. 3 auf andere Art 
abgeleitet, indem er die a durch directe Auflösung der Gleichung (5,a) 
für alle Werthe p = 0 bis p = n— 1, für welche die linken Seiten 
verschwinden, bestimmte. 

§. 5. Für alle Werthe von n = 1 bis n = 7 hat Gauss die 
a m und A m in Tafeln gebracht; bei unmittelbarer Benutzung der- 
selben wird jedoch vorausgesetzt, dass nicht wie hier / f(x)dx f 

sondern dass / q>{t)dt durch Annäherung berechnet werden soll. 

Indem Gauss zuerst die Aufgabe stellt 

(a) ... f h F(z)d* 

zu bestimmen, und 

(6) . . . = Ä— g 
setzt, wird (a) in jj* F(g+J*t)dt verwandelt. Macht man also 
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(c) ... F(g+/f.t) = (p(t) > 
so ist das gesuchte Integral 

(d) ... f h F(z)dz = A.f\{t)dL 
9 o 
Wir fanden nun als angenähert richtig 

rf(x)dx = m 2 m A m f(a m ), 

wenn die A m gewisse Werthe bezeichnen, und als erstes Glied der 
Correction 

2fr?» / 1.2... n \' 
2n+l V1.3...(2n — \)) ' 
wenn f(x) = 6 0 -f & J x+6 t :E , +etc. gesetzt war. Macht man hier 

f(x) = y(— ^— ), so Qcht^ f(x)dx nach obiger Formel (rf) in 

2j t f(2x-l)dx = 2f l <p(t)dt 
u u 
über, und es wird, wenn 4 und « dieselben Grössen wie oben 
bleiben, 

u 

Nimmt man an, dass y(<) in eine Reihe der Form 

(e)... qp(o = L 0 +Z, l (/-i)+L 1 («-4) > +etc. 
entwickelt sei, so ist dies eine Entwickelung von f{x) in 

f(x) ^L^L.I+L.-J+etc. 

so dass unser b in auf die L Ubertragen 62, = 2 -3 "L ?ll giebt. Macht 
man noch 

(f) ••• "jf = 

(0) • • • — 2~ — a «"> 
wo also Ä m genau 1 ist, so findet man als Näherungswerth von 

m— 1 

dem <p enthaltenden Integrale die Formel von Gauss 



(A) ... f\{t)dt = 2R m <f>{a m ), 
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und für das erste Glied der Correction 

( i) / 1.2... n V 

U) 2-»(2;i + l) M.3...(2m — 1)/' 

Die Grössen a berechnen sich, wie man aus (g) erkennt , leicht aus 
den «; man kann sie aber direct durch Auflösung einer Gleichung 
vom » leB Grade finden. In der That, hat u>(x) = 0 die a zu Wur- 
zeln, so sind die a die Wurzeln t von ip(2t — 1) = 0. Es waren 
aber die a Wurzeln von der gleich Null gesetzten Function 

d*(x*-l) n 
dx n 

also sind die a Wurzeln von 

^(rd-<n=o. 

Sie sind, wie die a, nach (g) reell, ungleich und sind <1. Führt man 
die Potenzirung aus und differcntiirt nmal nach t, läBst darauf einen 
constanten Factor fort, so werden die a alle Wurzeln der Glei- 
chung T=0, wenn 

W"" T ~ t '~U^j t + 1.2.(2n)(2n-l)' 

gemacht ist. Man hat jetzt die Formeln, mit deren Hülfe (o) aus 
den Gaussischen Tafeln berechnet wird. Nachdem man (a) durch 

(6) bis (d) auf y 1 (p(l)dt gebracht hat, berechnet man dieses durch 

u 

(A), indem man die R und a aus den Tafeln nimmt. Will man 
die Correction anbringen, so ist noch L> n aus (e) erforderlich : kennt 
man dieses, so giebt das Glied der nachfolgenden Tafel, welchem 
Corr. vorgesetzt ist, die Correction. Diese Tafel ist der Arbeit Ton 
Gaus 8 entnommen, aus der einige Stücke ausfallen konnten, welche 
hier keine Wichtigkeit haben. Während Gauss sämmtliche Zahlen 
auf 16, die Logarithmen auf 10 Decimale berechnet hat, so wurden 
hier die Angaben, mit Ausnahme des Falles n = 7 abgekürzt. Eine 
Prüfung hat man darin, dass die Summe aller für ein und dasselbe 
n geltenden R gleich 1 ist, ebenso 1 = a t + a n = a t 4-a„_i = etc. 
Zu gleicher Zeit liefert diese Tafel für die ersten n die im §.9 
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§. 5, 7. 

versprochene numerische Angabe der Wurzeln von P*(x) = ö, welche 
sich aus den a sogleich ergeben, wenn 1 von dem Producte 2a 
abgezogen wird. 



n = l 

a t = 0,5 
R, = 1 

Corr. ±L t 



n = 3 



a, = 0,11270 16654 
a 3 = 0,88729 83346 
a t = 0,5 

R l = R i ~ TU) R 2 — 9 

Corr. 



n = h 



a { = 0,04691 00770 
a 5 = 0,95308 99230 
a t = 0,23076 53449 
a, = 0,76923 46551 
a % = 0,5 

R t =Ä 5 = 0,11846 34425 
R t — R 4 = 0,23931 43352 
R l = £V = 0,28444 44444 
logÄ, = 9,07358 43490 
logÄ, = 9,37896 87142 
log/*, = 9,45399 74559 



Corr. 



i 



699144 10 



» = 2 

a, = 0,21132 48654 
fl 4 = 0,78867 51346 
if, =il 1 = i 

Corr. j^L, 



M = 4 



a t = 0,06943 18442 
a 4 = 0,93056 81558 
a t = 0,33000 94782 
a 3 = 0,66999 05218 
R i = R { = 0,17392 7422G 
R t = R t — 0,32607 25774 
logit, = 9,24036 80612 
logÄ t = 9,51331 42764 
Corr. j^L, 



« = 6 

a t = 0,03376 52429 
a ä = 0,96623 47571 
a, = 0,16939 53068 
a 5 = 0,83060 46932 
a 3 = 0,38069 04070 
a 4 = 0,61930 95930 
R t =R t = 0,08566 22462 
R t = Ä 5 = 0,18038 07865 
Ä 3 = R A = 0,23395 69673 
logÄ, = 8,93278 94580 
logÄ., = 9,25619 02763 
logß, = 9,36913 59831 
Corr. , l0 .j 0nHi L n 
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» = 7 

a, = 0,02544 60438 286202 
a 7 = 0,97455 39561 713798 
a t =0,12923 44072 003028 
a 6 = 0,87076 55927 996972 
a, =0,29707 74243 113015 
a 5 = 0,70292 25756 886985 
a 4 = 0,5 

R t = R ? = 0,06474 24830 844348 
R t = ß 6 = 0,13985 26957 446384 
R 3 = Ä 5 = 0,19091 50252 525595 
Ä 4 =^77 = 0,20897 95918 367347 

logfi, = 8,81118 93529 

logÄ, = 9,14567 08421 

log/*, = 9,28084 01093 

logÄ 4 = 9,32010 38766 



n. Anziehung und Wärme. 



Erstes Kapitel. 

Die Kugel. 

§. 1. Den Charakter der Aufgaben, welche in den drei Ka- 
piteln behandelt werden, die Anwendungen der vorgetragenen 
Lehren auf die Theorie der Anziehung und Wärme gewidmet sind 
wird ein kundiger Leser schon aus dem Inhaltsverzeichnisse er- 
kennen; mit der Auseinandersetzung derselben in diesem Kapitel 
wird zugleich ihre Lösung für die Kugel verbunden, die nicht so 
complicirte analytische Rechnungen erfordert, dass durch dieselben 
das Verständniss erschwert werden könnte. 

Wirken Punkte mit Massen fi lf fi tJ etc. anziehend auf einen 
Punkt O, dessen Masse der Einheit gleich sein mag, bezeichnet man 
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ferner die Entfernungen der Punkte p x ,(i ti etc. von 0 mit R if R ti etc., 
so lässt sich die gesammte Anziehung welche 0 erleidet 
wenn das Anziehungsgesetz das Ncwton'sche ist, wie schon in 
der Einleitung bemerkt wurde, der Grösse und Richtung nach 
durch eine einzige Verbindung, auf die Laplace aufmerk- 
sam gemacht hat (vcrgl. d. Einl.) und welche Gauss*) und 
Green**) das Potential nennen darstellen. Diese ist 

Sind x, y, z die rechtwinkligen Coordinaten von 0; x t) y x) % x von 
t* t \ etc. so wird 

BV_ fi t (x t -x) fi t (x t - x) 
,dx~ R\ + ÄJ +etC *' 

also genau die X Gomponente der Anziehung, welche 0 von den 
Massen fi erleidet, wenn man eine X Gomponente wie üblich positiv 
nennt, welche das x des angegriffenen Punktes zu vergrössern strebt. 
Auf ähnliche Art findet man für alle drei Gomponenten ihre Werthe 
durch V 

d Z- X . ^-r- ^-z 

Bx~ Xi dy-*' d*- £ > 
so dass in der That die Bestimmung der Anziehung erledigt ist, 
sobald man die Grösse V kennt. 

Bilden die anziehenden Punkte eine zusammenhängende Masse 
M, und bezeichnet dfi das Element dieser Masse , so verwandelt 
sich V in das dreifache Integral 

(1)... V=f d -£; [« = y(*-* 1 ) , + (»-»,)'+(»-« 1 )l, 

die Integration über alle Punkte x if y t) z t erstreckt, welche der 
Masse p angehören. 

*) Resultate aus den Beobachtungen des magnetischen Vereins im Jahre 
1839. Leipzig, 1840: Allgemeine Lehrsätze in Beziehung auf die im verkehrten 
Verhältnisse des Quadrats der Entfernung wirkenden Anziehung» - und Abstossungg- 
Kräfte, no. 3. 

**) An Essay on the Application of mathematical Analysis to the theories of 
Electricity and Magnctism. Diese Arbeit von Green, nach Thomson's Angabe 
1828 schon veröffentlicht, ist von Thomson im Bande 39, 44 und 47 des 
Crelle' sehen Journals mitgetheilt. Im 44«™ Bande 8. 368, no. 4 heisst die 
Function the potential funetion. 
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Das Potential ist eine endliche Grösse; dies ist so- 
gleich klar, wenn 0 nicht in der Masse M liegt, gilt aber auch 
noch wenn 0 der Masse M angehört. Um das Letztere zu be- 
weisen, bezeichne man die überall endlich angenommene Dichtig- 
keit des Punktes dfi mit h, wo k also nicht constant zu sein braucht, 
sondern von Punkt zu Punkt wechseln kann, d. h. irgend eine, aber 
endlich gedachte Function von x x , y if z t vorstellt. Dann ist 
dfi = kdx^y^z^ also 

die dreifache Integration wiederum über alle M angehörenden Punkte 
x n y tf * t ausgedehnt. Fuhrt man für x lf y iy z t neue Coordinaten 
ein, indem man 

x t = a?+Äcosa 

y { = y -f R sinacos/9 

s, = * -f-Äsinasin/JJ 
setzt, wo x, y, s, R die frühere Bedeutung haben, mithin die drei 
ersten die drei Coordinaten von 0 sind, die letzte aber die Ent- 
fernung des Punktes x lt y if % i von 0 bezeichnet, und a, ß zwei 
Winkel vorstellen, 0 < o < n, 0<ß<2n: so wird 

dx k dy x dz x = Ä a sin a da dßdR, 

also 

V= JJJkR%\nadadßdR, 

folglich eine endliche Grösse, indem jetzt kein Element im In- 
tegral erscheint, dessen Nenner verschwindet, was in der ursprüng- 
lichen Form, für R = 0, eintrat. 

Liegt 0 ausserhalb der anziehenden Masse ßl, so zeigt das- 
selbe Verfahren, welches sich auf disparate Massen fi bezog, dass 
die Componentcn der Anziehung noch durch dieselben Formeln 

Y- dV V- dV 7- dV 

x -dx~> By' d*~ 

ausgedrückt werden, dass also wieder die Kenntniss von V 
genügt, um die Anziehung in 0 auszudrücken. Diese 
Differentialquotienten sind endlich. Es bleiben übrigens die drei 
Integrale, welche ihnen gleich sind, nämlich 
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f/J 



-js dx^y^] etc. 



noch endlich wenn auch 0 zu M gehört, weil die Integrale sich 
durch Einführung der Polarcoordinaten wie oben in die offenbar 
endlichen Integrale 

jyyksinaco&ctdctdijdR; etc. 

verwandeln. 

Eine der hauptsächlichsten Aufgaben welche in diesen An- 
wendungen auftritt, ist die sogenannte Bestimmung dieser Fun- 
damentalgrössc, des Potentials, in Bezug auf besonders einfache 
Körper, Kugeln oder Ellipsoidc, deren Dichtigkeit gegeben ist: 
man will mit diesem Ausdrucke andeuten, dass für diese besonde- 
ren Körper eine Vereinfachung der Formel, durch welche V als 
dreifaches Integral ausgedrückt wird, gefunden werden soll. 

Das Potential eines Punctca 0 soll im Folgenden nicht immer 
für eine Masse M bestimmt werden (das Wort im eben erwähnten 
Sinne genommen) welche von einer zusammenhängenden und ge- 
schlossenen Fläche begrenzt wird wie z. B. für eine volle Kugel 
oder ein volles Ellipsoid, sondern auch für sogenannte Schalen, 
d. h. fUr Massen M welche von aussen durch eine geschlossene 
Fläche K, von innen durch eine andere gleichfalls geschlossene E 
begrenzt sind. Nimmt man das Wort „bestimmen" in seiner eigent- 
lichen Bedeutung, so hat die Bestimmung allerdings keine Schwie- 
rigkeit, indem man das dreifache Integral welches das Potential V 
darstellt, nur über alle Punkte ausdehnt, welche der Schale ange- 
hören. Man hat auch noch einen zweiten Weg, indem man das 
Potential eines vollen Körpers K bestimmt dem man eine Dichtig- 
keit giebt, welche zwischen den Flächen E und K mit der gegebe- 
nen übereinstimmt, die aber innerhalb des Baumes E verschwindet. 
Das letzte Verfahren würde jedoch die analytische Schwierigkeit 
nur auf einen andern Punkt übertragen: denkt man sich nämlich 
die Dichtigkeit zwischen E und K als Function der Coordinaten ge- 
geben, so hätte man eine discontinuirliche Function zu bilden welche 
für die Punkte der Schale mit der gegebenen Dichtigkeit übercin- 
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kommt, im übrigen Räume, wenigstens innerhalb E verschwindet. 
Zu einer einfachen analytischen Bestimmung des Potentials wird 
eine solche Methode in der Regel nicht fuhren. Indem hier die 
allgemeinen Gesichtspunkte hervorgehoben werden sollen, wollen 
wir uns die Dichtigkeit der Schale als Function der Coordinaten 
so gegeben denken, dass diese Function zwar nur für Punkte der 
Schale die Dichtigkeit derselben vorstellt, aber für andere Punkte, 
specicll für alle Punkte innerhalb E noch eine analytische Bedeu- 
tung behält. 

Der Punkt 0 kann drei verschiedene Lagen annehmen; er 
kann sich in dem hohlen Räume befinden, den E einschliesst, und 
dann heisse er ein innerer*), und Grössen, welche sich auf ihn 
bezichen werden durch den Index * bezeichnet, z. B. sein Potential 
durch V t . Er kann der Masse M selbst angehören, dann heisse er 
ein mittlerer, und der Index fi drücke dies Verhalten aus; endlich 
kann er ein äusserer sein, was der Index a bezeichne. Um alle 
Aufgaben zu behandeln, welche sich bei einer Schale herausstellen 
die wie unsere von Flächen K und E begrenzt wird, gebe man 
von der Vorstellung aus, dass der Körper K voll und wie oben 
angedeutet ist mit Masse erfüllt sei, d. h. die Dichtigkeit in der 
Schale selbst sei durch die gegebene Function dargestellt, die Dich- 
tigkeit in E durch die Fortsetzung dieser Function. Aus K schneide 
man nun E heraus, und hat dadurch den Ausdruck fUr das Po- 
tential von 0 in Bezug auf die Schale in die Differenz des Potentials 
von 0 in Bezug auf den Körper K und des Potentials von 0 in 
Bezug auf den Körper E zerlegt (Die Buchstaben K und E sind 
gewählt worden, damit man sogleich ein Beispiel bei der Hand habe; 
für K setze man eine Kugelfläche, für E eine ellipsoidische.) Die 
allgemeine Aufgabe, welche sich auf die Schale, also auf zwei 
Gattungen von Flächen E und K bezieht, ist dadurch in folgende 
zwei zerlegt, von denen jede sich nur auf je eine Flächenart 
bezieht: 

*) Diese Benennung ist für unsere Zwecke bequem, stimmt aber niebt mit 
der häufig angewandten überein, nach der ein Punkt in Bezug auf eine Masse ein 
innerer oder äusserer heisst, je nachdem er der Masse angehört oder ihr nicht 
angehört. 
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1) Das Potential von 0 in Beziehung auf den vollen Körper K, 

2) Das Potential von 0 in Beziehung auf den vollen Körper E 
soll gefunden werden. 

Die Aufgabe der Schale ist also auf die des vollen 
Körpers zurückgeführt. War der Punkt 0 ein äusserer, so 
ist nichts weiteres hinzuzufügen; war dagegen 0 ein mittlerer, das 
Wort in dem früheren Sinne genommen, nach welchem es einen 
inmitten der Masse gelegenen Punkt bezeichnet — ein innerer kann 
bei einem vollen Körper K nicht vorkommen — so zerlege man 
die Aufgabe weiter, indem man K durch eine beliebige Flüche F 
theilt, die weiter unten besonders bequem gewählt werden wird, 
welche durch 0 geht und ganz in K liegt. Das dreifache Integral 
von 0 in Bezug auf den Körper K, welches das gesuchte Potential 
darstellt, ist dann die Summe des Integrals über den zwischen K 
und F liegenden Theil der Masse und desjenigen über den von F 
eingeschlossenen Körper, also die Summe des Potentials V t eines 
inneren, nämlich gerade an der Grenzfläche F liegenden Punktes 0 
in Bezug auf die von K und F begrenzte Schale und von dem Po- 
tential V a des äusseren, nämlich gerade an der Grenzfläche F lie- 
genden Punktes 0 in Bezug auf den vollen Körper F. Wühlt man 
nun F so, dass sich V a einfach bestimmen lässt und dass V t gleich- 
falls einen bequemen analytischen Ausdruck giebt, so ist das ge- 
suchte Potential bestimmt. 

Behandelt man die Kugel K, so wird eine concentrische Kugel- 
fläche F, wie man später einsieht, die gewünschte Eigenschaft be- 
sitzen; war K ein Ellipsoid, so nimmt man eine Fläche F, welche 
dem gegebenen Eilipsoide confocal ist. Um alle Potentialauf- 
gaben lösen zu können, welche sich herausstellen wenn 
0 beliebig liegt, wenn man ferner Stücke M betrachtet 
die durch zwei Flächen begrenzt werden, welche be- 
liebig gelegene gegebene Kugeln K und K i und Ell ipso i de 
E undiJ, sind, also 1) durch K, K x ; 2) durchs, E; 3) durch 
E, E t ; hat man daher nur die vier Aufgaben zu lösen: 

1) Es soll ein Potential F« in Bezug auf ein Stück M mit be- 



Digitized by Google 



302 Kugel. g. 2, 1. 

liebig gegebener Masse berechnet we.rdcn, welches durch zwei con- 
centrische Kugeln mit beliebigen Radien gebildet wird. 

2) Für dasselbe Stück soll V t gefunden werden. 

3) Wenn das Stück aus confocalen Ellipsoidcn gebildet ist, 
soll man V a finden. 

4) In demselben Falle soll man V t bestimmen. 

Die Lösungen dieser Aufgaben finden sich im Folgenden. Die 
Fälle, in denen die inneren Körper sich auf einen Punkt oder eine 
Ebene reduciren, d. h. die Schalen volle Kugeln oder Ellipsoide 
werden, sind hier eingeschlossen. 

Ein Bedenken könnte bei dem entstehen was über den mittle- 
ren Punkt gesagt wurde, ob nämlich die Formeln, welche für das 
Potential des äusseren oder inneren Punktes gelten, noch auf den 
Fall anwendbar sind wenn der Punkt auf die Grenzfläche rückt. 
Diese Frage ist unbedingt zu bejahen wenn es sich nm endliche 
Dichtigkeit handelt; denn ea ist V eine continuirliche Function der 
Coordinaten x f y, % von 0, ändert sich also unendlich wenig wenn 
0 von dem äusseren oder inneren Räume an die Grenzfläche rückt. 

§. 2. Nach diesen allgemeinen Betrachtungen gehen wir zu 
der Kugel über und stellen uns die Aufgabe: 

Die Dichtigkeit k einer Kugelschale, welche durch zwei con- 
centrische Kugelflächen mit den Radien r und r 0 begrenzt wird 
(r 0 < r) ist gegeben; welche Anziehung erleidet ein beliebiger Punkt 
0 durch dio Schale? 

Nach dem Vorhergehenden ist die Frage beantwortet, sobald 
man das Potential des Punktes 0 kennt; wir haben einen Aus- 
druck für dasselbe wie für jedes Potential in unserem dreifachen 
Integrale: es kommt nur darauf an, dasselbe der besonderen Form 
unserer Masse gemäss möglichst einfach darzustellen. Nach §. 1 
sind hierbei zwei Fälle zu unterscheiden; 0 kann nämlich der Masse 
angehören oder ihr nicht angehören. Man sah dass das Resultat 
im ersten Falle sich aus dem im zweiten leicht bilden lässt, so dass 
wir das Verhalten bei der zweiten Lage von 0 zunächst zum Ge- 
genstände unserer Untersuchung machen. Hier sind wieder zwei 
verschiedene Fälle zu betrachten, indem 0 ein äusserer Punkt oder 
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ein innerer sein kann, d. h. es kann 0 um mehr als r oder um 
weniger als r 0 vom Mittelpunkte der Kugeln entfernt liegen. Wir 
beginnen mit der Behandlung des ersten Falles, suchen also das 
Potential des äusseren Punktes V a für die Kugelschale, die 
übrigens sich in eine rolle Kugel verwandeln würde, wenn r 0 ver- 
sehwindet. 

Um das dreifache Integral 

y = yi dx i < l yt d *i 

über alle Punkte rr, , y t f s, der Kugelschale, zu vereinfachen führe 
man Polarcoordinaten ein; es waren die rechtwinkligen Coordina- 
ten von 0 mit x, y, * bezeichnet, die eines unbestimmten Punktes 
der Kugel durch x x , y t , a, . Sind dann r und r, die resp. Ent- 
fernungen der beiden Punkte vom Mittelpunkte, also 

t 0 < r, < r < r, 

so setze man 

x = r cos 0 x x — r, cos 0, 

y — r sin 0 cos xfß y t = r, sin 0, cos if\ 
z = r sintfsintp % k = r, sin0, sint^, 

O<0<«; 0<^<2?i; O<0,<?t; 0 < V, < 2^, 

behalte auch die Abkürzungen des §. G0 bei: 

v-v, = 9> 

cos y = cos 0 cos 0, -f- sin 0 sin 0, cos y. 

Dann wird 

«* = (*-«i) , +Öf-» 1 ) , +(»-»,)* 

= r a — 2rr, cosy-{- r ! 
efx, dy, da, = r J sin 0, d0, ety, 
also die gesuchte Grösse V 

< < K |'r'-2,r,co 9 ,+r; 

Dies Resultat tritt noch in Gestalt eines dreifachen Integrales auf; 
der Ausdruck von K lässt sich aber mit Hülfe der Lehre 
von den Kugelfunctionen, wie man sogleich sehen wird, 
wesentlich vereinfachen. 
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Die entsprechende Aufgabe wird sich bei den complicirteren 
Körpern, die Gegenstand der folgenden Kapitel sind, bis zu einem 
Ausdrucke für V welcher dem obigen entspricht auf ganz ähnliche 
Art wie hier behandeln lassen, auch das Prinzip der Vereinfachung 
bleibt dort dasselbe wie hier: Man entwickelt nämlich k und R~ l 
nach Kugelfunctionen, wie es hier in Bezug auf 0, und \p t mit 
^( r i;^i>V / i) « nd mit Ä _l = (r f — 2rr t cos y -f r J )~ * geschieht. 

Die Entwickelung erstens von F lässt sich, so lange 
diese Function allgemein bleibt, natürlich nicht so ausführen dass 
die Constanten, welche darin auftreten, frei von Integrationen blei- 
ben; dieselbe ist, wie man aus dem 5'™ Kapitel des zweiten Thei- 
les weiss, immer möglich. Um sie zu erhalten benutzt man die 
Formeln des §. 98, setzt also (p. 265) 

(2)... F(r l ,0 l ,yJ = X°+V + X l +etc. t 
wenn hier, wie an der erwähnten Stelle, X* dieselbe Function von 
6 lf tp l bezeichnet, welche X* von 0 und tff ist, und X" zur Gattung 
der P" in Bezug auf 0, \p, oder was dasselbe sagt X" in Bezug 
auf 0, , tf, gehört. Die Formel (p. 265, d) giebt nach Vertauscbung 
von 0 und yj mit ß if rf/ t 

(3) . . . X H = ^±1 y^etfsin of^Fir, ,O f y)P> (cos » dy. 

[Deutlicher ausgedrückt: Man nenne die Integrationsbuchstaben 
in (rf) nicht 0, , \ff t sondern 0 t , y t ; vertausche dann überall 0, ip 
mit 0, , tf/, und setze schliesslich ftir die Integrationsbuchstaben 
0 t , y t andere nämlich 0, t^.] Der Ausdruck (3) lässt sich noch weiter 
reduciren, indem man für P" die endliche Reihe setzt, durch welche 
diese Function nach (49, a) dargestellt wird, und die Kugelfunctio- 
nen von zwei Veränderlichen P£(cos0)cos»i^, P»(cos0,)cosjn^ ( , etc. 
mit Fortlassung des Index « (§. 71 und 77) durch C m , C m , S m , S' m 
bezeichnet; a ist die numerische Constante der Gleichung (49). 
Dann wird 

P"(cosy)= !T(-l) m a m (C m (L+8 m S , m ), 

also nach (3) 

(4) . . . X* = *^2(-l) m a m (a m C' m +ß m S , m ), 
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- 

wenn man zur Abkürzung 

(4, ä) . . . aZ == fdd&in üJ^F^r, , 0 t ty) CZ d\p, 

II 0 

(4, 6) . . . ßT m = f n dO*\i\6j* n F(r x1 0, y)SZdifj 



0 u 



setzt. Die Grössen a m und ß m sind daher nach 0, y, 0 t , yj t con- 
stant, aber Functionen von r, , die so lange F allgemein bleibt, nicht 
weiter reducirt werden können.T Um diese Methode den späteren 
möglichst bestimmt gegenüber zu stellen, denke man sich, dass der 
Ausdruck für P m (cosy) durch das^Verfahrcn von Jacob i (§.70), 
also ohne Hülfe der partiellen Differentialgleichung gefunden sei. 

Wir haben zweitens Ä _1 nach Kugelfunctionen zu entwickeln; 
in unserem Falle ist schon aus §. 3 der Theorie der erforderliche 
Ausdruck bekannt, während bei den Ellipsoidcn die Schwierigkeit 
der Aufgabe darin besteht, dass eine geeignete Entwickehing erst 
aufgefunden werden muss. Man weiss, dass hier, wo r, < r, 

die Entwickehing nach Kugelfunctionen in Bezug auf 0,, y t giebt. 

Setzt man (4) und (5) in den Integralausdruck für V ein, 
multiplicirt sie also mit einander und mit tnnO l d0 i dift i9 integrirt 
darauf in den Grenzen, so werden alle Productc P n X p fortfallen, 
in denen nicht p = w. Für p = n ermittelt man das Integral, in- 
dem man wieder für P"(co8y) die Reihe und (§. 72) 



2n+ 1 



u o ttm 



o u m 

setzt. Dadurch wird das Potential des äusseren Punktes 

(6)... V„ = ZÜ -f- Zi+Z«+ etc., 

wenn ZJ nach 0 und zur Klasse der P* gehört, nämlich durch 

(6, a) ... « = -j^ T(-l)%:^^ 

m r„ r„ 

gegeben ist. 

Heine, Han.lbucli d. KugelfnncHonen. 20 
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§. 3. War der Punkt O ein innerer, so bleiben die Be- 
trachtungen des vorigen Paragraphen bis zur Entwicklung von 
Ä" 1 durch (5) ungeändert; da aber jetzt r<r 0 , also gewiss r<Cr, 
ist, so convergirt jene Reihe nicht mehr, und man muss sie durch 
die nun convergirende 

(5,o) ... i= T^i>"(cosy) 

ersetzen. Geht man nun weiter wie im §. 2, so erhält man, ent- 
sprechend den Gleichungen (6) und (6,a) daselbst, folgende Lösung: 

K. = ZÜ+z; + Zj+etc. 

Will man nach Anleitung des §.1 den Werth K^, welcher 
sich auf einen der Masse angehörenden Punkt 0 bezieht, für den 
also 

r 0 < r < r 

ist, aus V a und V t zusammensetzen, so hat man nur die zwei Aus- 
drücke zu addiren, welche das Potential von 0 in Bezug auf die 
von r 0 und r begrenzte, resp. die von r "und r begrenzte Schale 
darstellen. Daraus folgt 

K^Zj+Z'+Zj + etc. 

z;=T(-i)-o.[a^^ 

° t„ r 1 

+ S:(r-*-\f r r*+*ß m dr t + r*/'^ dr t )] . 

Beispiel. Ist die Dichtigkeit k oder F(r it 0,, Vi) constant 
und gleich 1, so reducirt sich ihre Entwicklung nach Kugelfunctio- 
nen auf ein einziges Glied Ä° = 1 ; allgemein würde sie nur ein 
einziges Glied enthalten, wenn die Dichtigkeit von r, allein ab- 
hängt, nicht von 0, , i/'i > al*o auf allen Punkten derselben mit der 
gegebenen concentrischen Kugelfläche gleich bleibt. Für n = 0 
wird 

C 0 = l, S 0 =0, « 0 = 4*, ß Q = 0, 
wodurch man findet: 
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F, =2«(r*-r;), 

=»«•-?-•-¥ 

§. 4. Um den Uebergang zu den folgenden Aufgaben zu bil- 
den, wird darauf aufmerksam gemacht dass, wenigstens für die 
Kugel, V„ bestimmt ist sobald man seinen Werth für alle Punkte 0 
kennt, welche der äusseren Grenzflache mit dem Radius r ange- 
hören. Ist nämlich V a für r=r bekannt, z. B. gleich f(0,y), so 
kennt man auch jedes Glied der Entwickelung von V a nach Kugel- 
funetionen, also den Coefficienten von jedem (% oder S", fürr = r; 
er wird, wegen der Einheit solcher En t Wickelungen, gleich dem 
Coefficienten von C» oder SZ bei der Entwickelung von f(d, \p) nach 
Kugelfunctionen. Der Coefficient von C» in V a ist, wie man aus 
(6, a) sieht 

ähnlich der von S£; kennt man diese Grössen für r = r so kennt 
man sie auch für jeden Werth von r, indem man den Ausdruck 
für r = x 0 mit der für jedes m gleichen Grösse 

er 

multiplicirt. Denkt man sich f(0, y) nach Functionen der Gattung 
P" in eine Reihe 

entwickelt, so wird daher das n le Glied ZJ der Entwickelung von V a 
durch die Gleichung 



r.-©' 



n-f 1 

r 



gefunden. 

Auf gleiche Art zeigt sich, dass der Werth von V, für alle 
Punkte 0 der inneren Fläche (r=r 0 ) zur Kenntniss des allgemeinen 
Werthes von V t genügt, und dass man hat 

20* 
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Der Ausdruck von Y m durch f ist, wie man aus p.265 weiss: 
2« 4-1 P n ' / >2n 

n (i 

Hierdurch erhält man einen Satz, der wenigstens gilt, 
wenn die unten zu erwähnende Fläche, für welche rann das Potential 
kennt, eine Kugelflächc ist: Wird eine Masse durch zwei ge- 
schlossene Flächen F a und F t begrenzt, deren erstere, die äussere, 
die zweite ganz einschliesst; so gentigt die Kcnntniss von V a für 
alle Punkte 0 die auf F a liegen, resp. von V t für alle 0 auf F t 
zur Bestimmung resp. von V„ oder V t für jede Lage von 0, das 
eine Mal im äusseren Räume über F a hinaus, das andere Mal in 
dem von F $ umschlossenen Räume. 

Für die Kugel ist wie gesagt dieser Satz bewiesen, und wir 
konnten auch diese Potentiale finden, sobald die Aufgabe des §.2 
und 3, V a und K, betreffend gelöst war. Ob die Begrenzung, für 
welche das Potential nicht gegeben ist, eine der ersten concentrische 
Kugel oder eine andere Fläche war, kommt hier nicht in Betracht; 
man kann sie sich als einer Kugel angehörend vorstellen, welche 
zum Theil die Masse Null besitzt, ohne dass die Methode ver- 
ändert werden müsstc. Der Satz gilt aber allgemein, wie ganz 
scharf aus der allgemeinen Theorie des Potentials folgt; in der für 
unsere Zwecke hinreichenden Allgemeinheit soll er unten bewiesen 
werden. Hier kam es darauf an, den Zusammenhang desselben 
mit der Aufgabe, welche für die Kugel schon gelöst ist zu zeigen, 
nämlich mit der Aufgabe: V t und V a zu finden, wenn man die 
Masse des Körpers kennt. Man hat also bereits eine Lösung der 
folgenden Aufgabe (wenigstens für die Kugel), welche nun als 
selbstständige Aufgabe, d. h. so behandelt werden soll, dass 
ihre Lösung unabhängig von der des §. 2 und 3 wird : 

Das Potential einer wie oben angegeben begrenzten 
Masse ist für die äussere resp. innere Grenzfläche be- 
kannt: man soll für jede Lage von 0 entweder K« oder 
resp. F, finden. 

Die Auseinandersetzung der allgemeinen Theorie des Potentials, 
wie sie von Gauss und Green in den oben erwähnten Werken 
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geschaffen worden ist, überschreitet die Grenzen welche wir uns hier 
gesteckt haben; wir befürchteten nicht, dass durch diese Auslassung 
in unserer Arbeit eine wesentliche Lücke unausgcfüllt bleibe, wenn sie 
gleich auch als Lehrbuch zu dienen bestimmt ist, weil in nächster 
Zeit die Veröffentlichung der Vorlesungen vou Dirichlet über die 
nach dem umgekehrten Quadrate der Entfernung wirkenden Kräfte 
zu erwarten steht, von denen mit Recht gesagt worden ist, dass sie 
das beste Lehrbuch für jenen Gegenstand bilden würden. Es sollen 
aus dieser Theorie nur einige Punkte erwähnt werden, die unsere 
Aufgabe in das rechte Licht setzen: 

Bei Untersuchung des Potentials wird auch der Fall betrach- 
tet, in welchen F t und F a einander unendlich nahe rücken, oder 
wie man sich dann ausdrücken kann, wenn man sich eine einzige 
Fläche F mit Masse von der Dichtigkeit k belegt denkt, so dass 
also auf das Element da) der Oberfläche eine Masse kda> kommt; 
diese Vorstellung ist höchst geeignet für die Behandelung der Auf- 
gaben in der Lehre von der Elcctricität. Es wird dann das Po- 
tential eines Punktes 0 in Bezug auf diese Fläche 

'-/¥■ 

das Doppelintegral über alle Punkte der Fläche F ausgedehnt. 
Unterscheidet man einen äusseren Raum und einen inneren, welche 
durch F getrennt werden, so lässt sich wie im §. 1 zeigen, dass V a 
auch hier noch continuirlich in V t übergeht, wenn 0 von dem äusse- 
ren in den inneren Raum eintritt und umgekehrt, während die Dif- 
ferentialquotienten 

dK §Va dK. 

dx ' dx 9 dy ' dy 1 

sich sprungweise ändern können; nimmt man die Achse der X in 

irgend einem Punkte von F senkrecht auf F, so unterscheidet sich 
dV dV 

von -3-* in diesem Punkte um +4*iraal der Dichtigkeit k in 
dx dx 

demselben. Ist also das Potential in diesem Falle einer fingirten 
Dichtigkeit für die Punkte 0 welche F angehören gegeben, gleich- 
gültig ob es die Grenze von V t oder V a sei, indem (s. o.) V sich 
beim Durchgange von 0 durch F continuirlich ändert, — diese Grössen 
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also dieselbe Grenze besitzen, — und kann man die obige Auf- 
gabe lösen, also für alle 0 sowohl V a als V t finden, so kennt 
man die Dichtigkeit der Masse (elektrische Vertheilung) k in jedem 
Punkte von F. 

Hiermit verbinde man noch den allgemeinen Satz, den Gauss 
in der erwähnten Arbeit no. 36 beweist: Anstatt einer beliebigen 
Massenvertheilung, welche entweder blos auf den inneren, von einer 
Fläche F vollständig begrenzten Kaum, oder nur auf den äusseren 
Raum beschränkt ist, lässt sich eine Massenvertheilung k auf F 
selbst substituiren, so dass dio Wirkung von k resp. im äusseren 
oder inneren Räume dieselbe ist wie die der wirklichen Masse, — 
und hat dann durch Lösung der zu behandelnden Aufgabe ein 
Mittel, die Grösse k zu finden. 

§. 5. Nachdem im vorigen Paragraphen gezeigt wurde, wie 
die Aufgabe, welche für die Kugelschale p. 302 — 306 gelöst ist, 
nämlich das Potential eines Punktes für eine gegebene Masse nach 
Kugelfunctionen zu entwickeln, mit der andern zusammenhängt, 
deren Lösung wir aus p. 307 für die Kugel kennen, das Potential 
einer Masse für alle äusseren oder alle inneren Punkte 
anzugeben, wenn man es auf der äusseren oder inneren 
Begrenzung kennt, so soll eine Methode zur directen Lösung 
der letzteren entwickelt werden, ohne dass es nöthig wäre, die 
erstere als Verbindungsglied zu benutzen. 

Bereits in der Einleitung wurde erwähnt, dass 




der Differentialgleichung J*T = 0 in der Bezeichnung des §.76, 
vollständiger 

a 9 r 8 9 t d'T 
dx* + cy + dz' 

genügt; daraus folgt dass V, als Summe oder Integral von Aus- 
drücken (aT, eine Lösung derselben Differentialgleichung 

wird. Ist nun die äussere oder innere Fläche F gegeben, so wird 
V a jedenfalls die Bedingungen erfüllen müssen: 
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1) /PV tt = Q. 

2) Es bleibt V a endlich für jede Lage von 0, und es wird Null 
wenn 0 in unendliche Entfernung rückt. Die Differentialquotien- 
ten von V a ein und zweimal nach x oder nach y oder nach z ge- 
nommen bleiben für endlich entfernte 0 sicher endlich. 

3) Es ist V a eine gegebene Grösse wenn 0 auf F liegt. 
V, muss jedenfalls den Bedingungen genügen: 

1) ^K t = 0. 

2) Es bleibt V t , ^p-, im ganzen inneren Eaume 

3*V fi*V fi*V 

.... , V r t O W t U f t 

endlich, ebenso -g^-- 

3) Es ist V t gegeben wenn 0 auf F liegt. 

Man findet dass, wenigstens bei der besonderen Art von F, die 
wir im Folgenden annehmen, V a und F» durch diese Bedingungen 
wirklieh vollkommen bestimmt sind, und dadurch hat man unsere 
Aufgabe auf die rein mathematische zurückgeführt, welche entweder 
durch die ersten oder letzten drei Bedingungen ausgedrückt wird. 

Wir sagten in diesem Sinne oben (§.4), dass der erwähnte 
Satz für unsere Zwecke mit hinreichender Allgemeinheit bewiesen 
werden sollte. 

Endlich erkennt man auch aus §. 76 dass die Aufgabe V t zu 
bestimmen mit folgender übereinstimmt: Es ist der von der Zeit 
unabhängige Wärmezustand V t eines homogenen von F begrenzten 
Körpers zu finden, welcher an der Grenzfläche in einer gegebenen 
von der Zeit unabhängigen Temperatur erhalten wird. 

Wir gehen nun zur Lösung unserer Aufgabe für die Kugel über. 

§. 6. Indem wir die Aufgabe, welche zu Anfang des §. 5 
hervorgehoben war, für den Fall dass die Begrenzung durch eine 
Kugelfläche F gebildet wird durch das Verfahren, welches so eben 
angedeutet wurde, lösen wollen, führen wir wieder Polarcoordba- 
ten ein. Es sei der Radius von F gleich r; nimmt man den Mit- 
telpunkt dieser Fläche zum Anfangspunkte der rechtwinkligen 
Coordinaten, nennt ferner r die Entfernung eines beliebig gelegenen 
Punktes 0 mit den rechtwinkligen Coordinaten x, y, s vom Mittel- 
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punkte und setzt 

x =■ rcosO, 
y — rsinöcosy, 
z = rsinflßinv' 
so verwandelt sich A 1 V = 0 in folgende Gleichung 

Es mag K das Potential eines äusseren oder inneren Punktes sein, 
diese Gleicbung muss es jedenfalls erfüllen, und ausserdem wenn O 
in F fallt, d. h. für r = r sich in eine gegebene Function von 0 
und y, die f(0, \p>) sein soll verwandeln. Man hat also 

(6) ... K = fl0,y)i (r = r). 
Entwickelt man K für alle Werthe von r nach Functionen der 
Gattung P in Bezug auf 6 und y, setzt also 



n—9 



V= 2Z n 

(ind wie §. 4, p. 307 

0 U 

so hat man nach (6) 

F" = Z"; (r = r). 
Da nun Z" der Gleichung 



i ö ( 8inö S-) i 



d'Z 



+ 3 T¥ -4-n(n+l)Z' , = Ü 



sin0 B6 ' Bin'0 cV 
genügt, so reducirt sich (a) auf 

T( r ^_» (B+1) r) = o. 

Es gehört aber Z", also auch rZ* und seine Differentialquotienten 
nach r, diese auch noch multiplicirt mit r, also das n te Glied der 
ganzen vorstehenden Summe zur Ciasse der P" in Bezug auf 0 
und y/, so dass die Summe nur verschwindet, wenn das »'« Glied 
selbst verschwindet. Daher wird 
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r^01-n(»+l)Z"=O, 

d. b. Z? = gr H -\-hr~ H ~ 1 wenn g und A Constante nach r vorstellen, 
die aber noch 0 und tp enthalten können. 

Jetzt scheide man die beiden Fälle, die bisher gemeinsam be- 
handelt wurden, und betrachte gesondert V a und V t . Da K B =iO 
für r = oo, so kann ZJ kein g; da V t für r = 0 endlich bleibt, so 
kann ZI kein A enthalten, so dass 

hervorgeht. Für r = r müssen beide Ausdrücke Y* geben, wo- 
durch man in Uebereinstimmung mit §.4 erhält: 

oder 

V.= £ ( i) F* F. = £ (1) F*. 

Diese Reihen lassen sich leicht summiren, und somit kann man auch 
die Resultate des §. 4 vereinfachen ; setzt man nämlich für Y m seinen 
Werth ein, so sind die Glieder, welche n enthalten, resp. 

(2it+l)(^J + V(cosy),' (2»+l)(0V(cos y ). 

x r 

Bezeichnet er eine Grösse die wie resp. — oder — kleiner als 1 ist, 

r x 

so wird 

Ä-P*(cosy) = 1 

yl — 2aco8y-r-a* 

folglich 

2(2n+l)a"P"(cosy) = 9 . , 

(1— 2ocosy-r-a a )* 

und endlich 

471 *£ (r*~ 2rrcosy+t 2 )* 

± n i H (r 9 -2rrcosy+r'j* 

§. 7. Die Reihe für 

r=i = 
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welche im §. 2 und 3 angewandt wurde, und die eine nach Kugel- 
functionen der neuen Coordinaten 0, \p oder 0,, Vi geordnete war, 
konnte man sich dort durch Mittel gefunden denken, welche die 
Betrachtung der partiellen Differentialgleichung J^T=0 nicht vor- 
aussetzten. Durch die Untersuchungen des vorigen Paragraphen 
wird man darauf hingewiesen, dass man noch auf eine andere Art 
die £ntwickelung von 7 nach Eugelfunctionen finden kann; nur 
das Princip dieser Methode soll hier erörtert und die weitere Aus- 
führung an einer späteren Stelle, welche die Ellipsoide betrifft, mit- 
getheilt werden. 

Man betrachte dazu die im §. 6 behandelten Aufgaben als die ur- 
sprünglichen, und denke sie sich gelöst: die Entwickelung von T 
wird dann eine Form annehmen, die sich aus den Formen der 
Ausdrücke V u und V t zusammensetzt Man denke sich nämlich 
die Kugelfläche mit dem Radius r in dem leeren Baume vorliegend, 
und x x , y if s, als Coordinaten innerer Punkte; x, y, z als die 
äusserer Punkte. Da nun T sowohl der Gleichung 

FT FT ,?T_ 
dx' + dy* + cV ' 

als auch 

a a r d 9 r d*T 

genügt, so ist T wegen der ersten Gleichung ein Potential V aj 
(dessen Werth an der Oberfläche der Kugel mit dem Radius r 
eben durch den Werth gegeben wird, welchen T dort annimmt), 
wegen der zweiten in Bezug auf x i} y xf *, ein Potential V n muss 
also eine Form haben, die wenn x lf etc. constant sind, es zu F«, 
wenn x, etc. constant sind, es zu V t machen. 

Wendet man diese Betrachtungen auf die Kugel an, und führt 
dazu die Polarcoordinaten ein, so erhält man als Resultat gerade 
die Entwickelung von T, welche p. 305 angewandt wurde; das Ver- 
fahren soll aus dem Grunde bei den Rotationsellipsoiden zuerst 
durchgeführt werden, weil es hier, für die Kugel, im wesentlichen 
kein anderes ist, als das wodurch man früher §. 66 die Entwicke- 
lung von P"(cosy) fand. 



Digitized by Google 



§.8,7. Rotationsellipsoid. 315 

Bei der Kugel wurden statt der rechtwinkligen Coordinaten die 
üblichen r, 6, v eingeführt; auch bei den Ellipsoiden wird man 
sich solcher bedienen, die oben in der Theorie schon benutzt wa- 
ren. Das hier zu Qrunde liegende Prinzip besteht nämlich darin, 
Coordinaten a t ß, y einzuführen, die einen möglichst einfachen Aus- 
druck dafür gestatten, dass ein Punkt auf der einen oder anderen 
Grenzfläche liegt; die Polarcoordinaten erfüllen diesen Zweck für 
die Kugel, indem dort die einfache Gleichung r = r oder r = r 0 
die Bedingung ausdrückt, dass ein Punkt sich auf den Grenzflächen 
befinde. 

Die Lösungen der Aufgaben in diesem Kapitel enthalten nichts 
wesentliches, was nicht schon bei Laplace in der Mecanique Ce- 
leste zu finden wäre. 



Zweite« Kapitel. 

Das Rotationsellipsoid. 

§. 8. Die erste Aufgabe welche hier behandelt wird, ist ganz 
entsprechend der ersten, im §.2 für die Kugel gelösten: Es soll 
die Anziehung eines vollen Rotationsellipsoides, oder 
einer durch zwei confocale Rotationsellipsoide begrenz- 
ten Schale von gegebener Dichtigkeit auf einen der 
Masse nicht angehörenden Punkt gefunden werden. Man 
hat dazu nur das Potential 

y=f^f^-, (ä = )/{x—x,)'+ (y—y, )*+(* — *,)*)> 

aufzusuchen, wobei die dreifache Integration auf alle Punkte des 
Ellipsoides resp. der Schale auszudehnen ist. Der Einfachheit hal- 
ber handeln wir zunächst von einem vollen Ellipsoide, und denken 
uns daher den angezogenen Punkt 0 in dem äusseren Baume ge- 
legen; die Gleichung des Ellipsoides sei 

es mag e eine reelle oder rein imaginäre positive Grösse vorstel- 
len. Wir fuhren Polarcoordinaten, sowohl für die rechtwinkligen 
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x, y, % von O als auch für die Coordinaten x lt y lf », eines unbe- 
stimmteo Punktes, welcher der Masse angehört, ein und setzen 
x = r cos 0 y t = r l cos 0, 

y = }V— e* sin 0 cosxff y { = yVj — c' sin 0, cos tp t 

i = yV' — e' sin 0 sin %p z t = }V| — e* sin 0 t sin 1//, 

0 < 0 < ji; 0 < y < 2« 0 < 0, < 0 < xp i < 2* 
V — Vi = 9> r, < r < r. 

Diese Coordinaten entsprechen dem Prinzipe des §. 7, indem jeder 
Punkt, dessen lineare Coordinate r oder r, gleich r ist, auf der 
Oberfläche des gegebenen Ellipsoides liegt, indem ferner jede Func- 
tion der drei rechtwinkligen Coordinaten eines Punktes, sobald der- 
selbe auf die Oberfläche rückt, in eine Function der zwei Winkel- 
coordinaten 0 und yj oder 0, und yj t allein übergeht Ist e reell, 
so sind r und r, grösser als e; fUr ein imaginäres e kann r t auf Null 
herabsinken. 

Man hat im §. 2 gesehen dass zur Vereinfachung des Potential- 
ausdruckes die Entwickelung von R~ l nach Kugelfunctio- 
nen in Bezug auf 0 und tp oder 0 4 und xf> i erforderlich war; 
wir beschäftigen uns nun mit dem Aufsuchen einer solchen Reihe, 
und werden uns dabei der Benutzung der Gleichung J 9 R~ l = 0 
enthalten, um später, nach Andeutung des §. 7 dieselbe Entwicke- 
lung, nach der Lösung der betreffenden Potentialaufgaben, durch 
diese partielle Differentialgleichung aufzusuchen. 

§. 9. Aus der Gleichung (4, a) in der Theorie folgt 

(a) — = f n ^ 

Ä J (x — x { )+i(y — yJcostf-HC*— zjsin»? 

wenn a?— x t eine positive Grösse vorstellt; würde x — x i negativ 
sein, so wäre die linke Seite mit dem negativen Zeichen zu neh- 
men, während fUr x = x t die Formel unbrauchbar ist. Zur grösse- 
ren Bequemlichkeit wird nur der Fall betrachtet dass x und x — x % 
positiv sind; die Entwickelung in diesem Falle reicht hin, um die- 
selbe für alle Fälle zu finden. Da r > r 4 so denke man sich des- 
halb 0 beliebig klein, während 0, allgemein bleibt, und führe unter 
dieser Voraussetzung die Entwickelung nach Kugelfunctionen aus. 
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[Gelegentlich wird darauf hingewiesen, das» 

.Ä- = (*-* l ) , +&-jf.) , +(»-0 , i 

= r*+r] — e'sin'0 — e'sin^, — 2^00800080, 
— 2 ]/r* — e* fV J — e 1 sin 0 sin 0, cos qp, 
seinen Werth nicht ändert wenn 0 mit 0, oder zugleich 0 und ö x 
mit fr— 0 und n — 0, vertauscht werden. Es haben also folgende 
Punkte die gleiche Entfernung R: 

1) (r, 0, V) und (r,, 0,, y.) 

2) (r, 0,, y) - (r t , 0, y.) 

3) (r,*-0, V) • (r,,«-*,,^) 

4) (r, « -0, , y) - (r,, fi- 0, V,) 

deren Anzahl man noch verdoppelt, indem man auch tff mit % 
vertauscht.] 

Der Nenner des Integrals in (o) zerfällt in die Differenz zweier 
Theile; der erste 

ar+iycosff + tssiriT? 
geht nach Einführung der Polarcoordinaten in 

r cos 0 + 1 jV— e* sin 0 cos (tp — tj) 
über, während der zweite gleich 

r, cos 0, -f- 1 jVj — eVin 0, cos (y, — */) 
wird. Man setze nun überall in diesem Kapitel 

r = eg; r t =eg l ; 
ferner zur augenblicklichen Abkürzung 

a = g cos0 -HiV 1 — lsin0 cos(y — t]) 

ß = Q k cos 0, + * 1 sin 0, cos (y, — , 
und findet dann aus (a) 

(6) TT =7 JT^T 
Aus dieser Formel lässt sich die gesuchte Reihe nach §. 17, 
Formel (14) leicht ableiten, indem 

^ =T(2»+l)/>"(00"(«) 

wird, vorausgesetzt dass 
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Diese Ungleichheit besteht nicht immer, wird aber bei hinlänglich 
kleinem 6 erfüllt, welchen Werth zwischen 0 und 2n auch n an- 
nehmen mag. 

[Um den Werth dieser Moduln zu schätzen, setze man (cf. §. 38) 

a = pcosg+t|/p'— Ising, 

1 = ^p 9 — 1 cos g -ftp sing, 
wo p mit (> zugleich reell oder rein imaginär sei, und y'p* — 1 das 
Zeichen von p erhält. War p reell, also (p. 316) grösser als 1, 
so wird auch p grösser als 1 genommen werden können. Dann 
hat man 

p cosg = OCO8 0 

]/p*— 1 sing = 1 sin0 cos(tp — 1?); 
aus diesen Gleichungen lassen sich bei reellem oder imaginärem Q 
offenbar p und q auf die geforderte Art bestimmen. Ferner er- 
giebt sich 

ir(«+^?=r) = jjf(p +> ^CT). 

Bei festgehaltenem 0, y, erhält p den grössten Werth wenn 
coa(xp — tj) = +1 , den kleinsten wenn cos(i^ — tj)=0. In der 
That, hat man für ein gewisses q, 0, \p — j?, ein bestimmtes p und q 
gefunden und ändert nun 17 so, das 8 cos(t// — tj) absolut abnimmt, 
so ist das neue p und q (es sei p und q) so beschaffen, dass 

pcosq = pcosg 

yp* — lsinq < j^p* — Ising. 
Würde nun p>p sein, so müsste cosq<Ccosg, also sinq>sing 
werden; die zweite Ungleichheit giebt aber 

sinq < sing ^L- < smg, 

widerspricht also der eben gefundenen. Hieraus folgt p<p. Eine 
einfache geometrische Betrachtung, welche bekannte Eigenschaften 
von Ellipsen zu Hülfe nimmt, würde dasselbe geben. 

Das kleinste p findet man also aus den Gleichungen 

pcosg = ecosfl, 

V^p 9 — Ising = 0 
als p = £COB0, und ähnlich das gröaste p aus 
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pcoaq = qcobO, 
>y — 1 sin q = y?' — 1 sin 0 

als p = Q- Hieraus folgt, indem man das was von « gesagt ist 
auch fiir ß durchführt, daas 

M(a+ja % — 1) > M(q cos 0 + V?* cos* 0 — 1), 

bei hinlänglich kleinem 6 wird die erste Ungleichheit beliebig nahe 

*(a+ > / ö r ^l) > Jf(p + y?3T); 
ferner ist 

und damit das Bestehen der geforderten Ungleichheit für kleine 0 
bewiesen.] 

Setzt man also 0 hinlänglich klein voraus, so lässt sich — ^— - 

b ' a — ß 

durch die angegebene Reihe ersetzen und man findet 

(c)... i= = S P"(ß)Q"(.)dn. 

<) 

Um zur schliesslichen Form zu gelangen entwickelt man P*(ß) 
und Q n (a) nach Cosinus der Vielfachen resp. von (t//, — fj) und 
t// — 17; die Formeln hierzu liegen fertig vor. Wird nämlich in 
(49,o) zugleich x, x x) q> resp. durch (>,, cos0,, «+1^ — 1? ersetzt, 
so entsteht: 

m—n 

P"(/S) = .2 a m \PZ(cos0 i )K(Q i )cofim(yj l — 



und aus §.75, nämlich ad 1 wenn q reell ist (weil cos0< 1, aber 
£cos0 nahe g also >> 1 wird), ad 2 für ein imaginäres q: 

(2n+l)0» = 2 m 2?(-l) m K(cosO)Q" m (Q) C osm(ft>--t J ), 

m—U 

fiir m = 0 die Hälfte des betreffenden Gliedes genommen. Bildet 
man das w ,e Glied in (c), indem man das Product der beiden vor- 
stehenden Formeln nach 17 integrirt, wodurch die Vielfachen von ij 
fortfallen welche höher als das n te sind, so entsteht, entsprechend 
der Formel (5) für die Kugel, hier die folgende Entwickelung 
von R~ l , welche zur Behandelung der Potentialaufgaben 
beim Rotations-Ellipsoide angewandt wird: 
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(8)... £ r 

(8, a) . . . F • =T(-1)- fl ; />: (cos0) fttcoa^ ) PJfo ) 0:(p)cos»(y-V. )• 

Die Glieder K dieser Reihe sind, so wie R selbst, symmetrisch 
nach 0 und 0, , oder nach ip und %p i ; die Entwickelung also 
ist nach Functionen der Gattung P sowohl in Bezug auf 0 und ff/, 
als auch in Bezug auf 0, , %fj xi oder 0, ip t , oder 0, , xft geordnet. 
Hier ist a m derselbe numerische Werth wie früher, nämlich 

(1.3...(2r»-l))' 
" n(n+m)II(n-m) 9 

für m = 0 die Hälfte genommen. 

Obgleich diese Formel unter der Voraussetzung eines hin- 
reichend kleinen 0 entwickelt wurde, so mag sie vorläufig im Fol- 
genden für alle 0 angewandt werden; der Beweis, dass sie dann 
noch gilt, wird im §. 15 nachträglich geliefert. 

§. 10. Für ein reelles e kann dasselbe Resultat auf andere, 
ähnliche Art einfacher gewonnen werden, die jedoch eine Ueber- 
tragung auf allgemeinere Fälle bisher nicht gestattet hat. 

Nach der schon am Anfange des §. 9 angewandten Formel 
(4, a) wird 

' 2n dt] 



/•a 



(QQi 1 * ~ 1 cos»;) — (co80cos0, 4-8in0sin0j cos(»/ — q>) ) 

sobald pp t — cob0cos0, positiv ist, — und das geschieht immer 
wenn e eine reelle Grösse bezeichnet, da r t nicht unter e sinkt, — ' 
gleich 2n dividirt durch die positive Quadratwurzel aus 

(pp, — CO80CO80, )*— (Ve 511 ! fä-i + 8in0sin0, cos<jp) 4 — Mii'0ain a 0 a sin >. 
Reducirt man, so geht vorstehende Grösse in 
p*+ q\ — sin*0— sin , 0 1 — 2pp, cos0 cos0 t — 2 y'p*— 1 VpJ— Isin0sin0 l cosy 
oder, wie man durch Vergleich mit einer Formel p. 317 sogleich 

einsieht, in — über, so dass 
e 

(«) — ~R~ 

wird. Diesen Ausdruck behandele man wie (6) im §. 9, indem man 
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den Nenner wiederum gleich a— ß setzt, wo « 

bezeichnet, und 

^= T(2n+l)P"(/»)0"(«) 

macht, was hier gestattet ist, da ß < 1 und a > 1 , also ß < a 
wird. Dadurch erhält man: 

a «=SD 

U 

Vertauscht man wieder P" und Q n mit ihren Ausdrücken durch 
Reihen, benutzt also die Gleichungen (49, a) 

P* =Jf /-^"^«(cos^/CfcosÖJcosm^-.^ 
ferner §. 75, ad 3 

(2i,+l)<r = 2Tp;^)(?;(^cos^, 

so entsteht sogleich dieselbe Formel für Y* wie p. 320, obgleich 
die Factoren (-l) w und 1, P(cosO) und P( Ql ) bei Vergleichung 
der vorstehenden Ausdrücke mit den entsprechenden des §. 9 sich 
vertauscht finden. 

Anmerk. Aus den allgemeinen Gleichungen (8) würde man 
für 0 = 0, = 0 die Entwicklung von ~. in eine nach Kugel- 
funetionen fortschreitende Reihe finden: es wird auf diese Art aber 
nur dieselbe Formel erhalten, welche man hier zu Grunde legte. 
Für =1 entsteht eine noch nicht ausdrücklich erwähnte specielle 
Entwickelung 

^— p==— ^ =;j>n+l)r(co S ö,ncos < > 1 )()"(e). 

§. 11. Man kann jetzt zur Lösung der Aufgabe im §.8 über- 
gehen, die nach dem Muster im §.2 erfolgt; drückt man auch das 
Element dx^y.dz, durch die neuen Coordinaten aus, so entsteht 
nach einfacher, auf bekannte Art angestellter Rechnung 

dx t dy { di t = (rj - e' cos O l ) sin O t dd l <ty t dr t . 
Man entwickele nun das Product von rJ-eWtf, mal der Dich- 

Heine, Handbuch d. Kugelfiincüoaen. 21 
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tigkeit Ar im Punkte x tt y lf % x oder r,, O tf ip if nach Kugelfunctio- 

ncn in Bezug auf 0, , tp tf und zwar zunächst (entsprechend (2) 
auf p. 304) in die Reihe 

k (r; -e'cos'fl.) = X ü -f X' + X*-f etc., 

wo also 

(a) . . . X* = ~tl /"dO^mO^kirl-c^os'OJPicosrid^ 

wird. Unser Integral V verwandelt sich dadurch, wenn man zugleich 

für i seinen Werth -2Y* setzt in 
R e 

(6) . . . K = I f' l lrff , "(£r")(2X')*\nO l M t df, , 

wo 0 oder c als untere Grenze im Integrale nach r, zu nehmen 
ist, je nachdem e imaginär oder reell ist. Das Doppelintegral nach 
den Winkeigrössen vereinfacht sich bekanntlich (p. 204) zu 

(c) ... f" r a £{X m Y 9 )ÄnO x d0 { d% ; 



U U 



X* lasst sich aber weiter in seine Bestandteile auflösen, indem 
man in (a) für P w (cosy) seine Entwickelung 

setzt, nämlich in 

X = JS^(-l) a M (a m C m +fi m S M ) 

wenn a und ß folgende Functionen von r, allein vorstellen: 



= f n dd*m0 r*k(r\ -Sco** 0)CZdy, 

u I) 

ßl= f n dO*m6f*"k{r\-e 1 co* , 0)S n m dip. 
Es wird daher mit Benutzung des Ausdrucks (8, a) oder 



Y"=2 (- 0" al Ä (ft)Ä(rt(G. Gl +S-S1) 

m:.-0 

sich (c) in 

(c) ... ^"iViraiKicpjoifejwG+Ä^ 

verwandeln. Man findet also schliesslich für das Potential 
des äusseren Punktes 0 mit den Co ordinalen q, 0, in Be 
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zu£ auf das volle Ellipsoid mit den halben Achsen r, f/x* — 
yV— e* den Auadruck 

(9) . . . V a = ¥° Z; ; = er; ft = er,); 

Hätte man nicht ein volles Ellipsoid sondern eine Schale S 
betrachtet, welche durch die zwei Ellipsoidc mit den Achsen 
r, jV— b% yV— c* einerseits, andererseits mit den Achsen r 0 , j^rj— b% 
j/rj—c" begrenzt ist, so wäre die Integration nach r t nur über die 
Schale auszuführen gewesen. Man erhält also das Potential des 
äusseren Punktes 0 für diese Schale noch immer durch die 
Formeln (9), wenn man dort nach r f nicht mehr vou 0 oder e an, 
sondern von r 0 an integrirt, vorausgesetzt dass r 0 kleiner als r ist. 

Das Potential eines inneren Punktes 0 lässt sich nach 
geringen Veränderungen in den vorhergehenden Betrachtungen fiir 
eine solche Schale S ermittelu. Bleibt die Bezeichnung dieselbe 
wie oben, gehören also Coordinaten mit Indices der Masse S, ohne 
Indices dagegen Ö an, so sind alle Formeln dieses Paragraphen 
vom Anfang an zunächst bis zu der für Y* anwendbar, wenn nur 
nach r von r 0 an bis r integrirt wird. In Y* ist aber nicht mehr 
q sondern ^ die grössere Zahl, so dass sich dort q in Q k umtauscht, 
also schliesslich erhalten wird 

(9,a) ... K.=TZT; (r<r 0 <r); 

§. 12. Wir übergehen hier die Untersuchungen welche denen 
des §.4 analog sind und zeigen würden, wie man aus den vor- 
stehenden Formeln V a oder V t finden kann, wenn nicht & son- 
dern der Werth des Potentials V für eine Grenzfläche der Schale 
gegeben ist, und kommen zu der directen Lösung, (d. h. ohne 
die Hülfsmittel dieses und des vorhergehenden Paragraphen) jener 
Aufgabe, deren analoge für die Kugel im §. G behandelt wurde: 

21* 
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Aufgabe. Eine ellipsoidischc Fläche mit den Halbachsen 

r, )V— 6*, )V— 6* begrenze irgend eine Masse von aussen oder 
von innen. Das Potential V dieser Masse ist für alle Punkte 0 
der Fläche gegeben; es soll für alle Punkte 0 gefunden werden, 
welche dem äusseren resp. dem inneren Räume angehören. 

Führt man wieder statt der rechtwinkligen Coordiuaten aller 
Punkte im Baume x, y, %, die sich auf ein System beziehen, wel- 
ches mit dem Systeme der Hauptachsen unseres Ellipsoides über- 
einstimmt, die Coordinaten r, 0, y des §.8 ein, so dass für alle 
Punkte der gegebenen ellipsoidischen Fläche r constant, nämlich 
r = r wird, so verwandelt sieh der gegebene Werth des Potentials 
auf dieser in eine gegebene Function von 0 und y allein, welche 
mit f(0, %p) bezeichnet wird. Man hat daher als erste Bedingung 

(a) ... K = /*(0,1//); (r = x). 

Ferner genügt V der Differentialgleichung /f V = 0, und zwar, 
je nachdem die Aufgabe den äusseren oder inneren Punkt 0 be- 
trifft, Air jede Lage von 0 im äusseren resp. inneren Räume. Die 
Transformation dieser Gleichung in die neuen Coordinaten giebt: 

a(^og ) | t <™o%) i f ,, C08 ,,F_ fl 

«• •• + 8ill 0 B0 +(r*-e')sin J 0d</' 4 ~ 

Man entwickele nun V nach Functionen der Gattung P" in 
Bezug auf 0, y in die Reihe 

ordnet man auch f{0,\ft) f d. h. den Werth von V für r = r, in eine 
ähnliche Reihe 

f(0,y,) = YY% 

0 I) 

so muss Z" sich für r = r in Y* verwandeln. Zur weiteren Be- 
stimmung von Z setzt man (c) in (6) ein, und reducirt durch die 
Gleichung, welche die Z, als zur Gattung der P gehörend, erfüllen 



Digitized by Google 



§.12,9. Rotationsellipsoid. 325 

i a (*>*w). i srr, . . 

dann findet man, dass 

' dr ) . e' d'Z' 



* -o I dr 



verschwinden muss. Dies erfordert aber, dass das » te Glied der 
Summe, wie es in den eckigen Parenthesen steht, für sich Null ist; 
denn ein solches gehört in Bezug auf 0 und \p zur Gattung P*. 
Für den ersten und dritten Theii des Gliedes, der nur Operationen 
enthält, welche sich auf die nach 0 und \p constante Grösse r be- 
ziehen ist dies ohne weiteres klar; auch für das mittlere (und dann 
ftlr die Summe aller drei Theile) sieht man es leicht ein, wenn 
man bedenkt, dass die allgemeine Form einer solchen Function, 
welche zur Gattung P m gehört, 

(df) . . . Z n = 2 (u m co9mtp+v M Bmmyi)PZ(coaO) f 

m— U 

wo u und v irgend welche Constante bezeichnen, dieselbe bleibt, 
wenn nach \p beliebig oft, hier zweimal differentiirt wird, indem 
der dadurch hinzukommende Factor — m 9 , mit u und © vereinigt, 
diese noch immer zu willkürlichen Constanten macht. Es wird 
daher in der That: 

, . 'Hg) , , e-r , +nr 0 

(e) --' dr + rWö7' "(" +1 ) Z = °- 

Man führe wieder für r die Grösse g durch die Gleichung r = eg 
ein, und findet dadurch einen Ausdruck, der aus (e) entsteht, wenn 
man darin g für r, und 1 für f setzt. 

Die Form von Z* wurde durch (rf) bereits angegeben; es ist 
klar, dass die dort vorkommenden u und t nicht nothwcndig nu- 
merische Constante sein müssen, sondern dass sie noch die Ver- 
änderliche r enthalten können. Um zu ermitteln, wie diese in u 
und t> eingeht, substituirt man für Z in der durch Einführung von 
g statt r transformirten Gleichung (c) den Ausdruck (rf); dadurch 
verwandelt sich die linke Seite von (e) in eine endliche, nach Co- 



Digitized by Google 



326 Rotationsellipsoid. §.12,9. 

sinus und Sinus der Vielfachen von ip fortschreitende Reihe, in der 
mit co&mxfj 

^((^- 1 )^)-("("+ 1 )+^>- 

multiplicirt ist, während der Cocflicient von sin mxp gleich dem 
vorigen Ausdrucke nach Vertauschung von v mit u wird. Soll die 
Summe verschwinden, so muss für jedes m sowohl der Factor von 
cosw?/' als der von suimy gleich Null sein, so dass u m und v m In- 
tegrale der Differentialgleichung 

werden, deren vollständiges Integral (y, 3 sind willkürliche Con- 
stante) 

man bereits §.49 et seq. gefunden hat. Sammelt man das, was 
hier über Z, u, v, «, gesagt ist, so folgt, dass, gleichgültig ob V 
und damit Z den Index a oder * erhalten, d. h. sich auf den äusse- 
ren oder inneren Punkt beziehen, immer Z* die Form hat 

^ "(y- K (?) + t m Ql(e)) K (cos 0) cos m y 

er- U 

vermehrt um einen ähnlichen Theil, in dem nur costnip mit ammtp, 
und y, 3, mit anderen Zeichen für willkürliche Constante vertauscht 
sind. Soll nun 

1) V das Potential eines äusseren Punktes V ai also Z = Z a 
sein, so muss V also Z für q = oo verschwinden, also y — 0 wer- 
den, während <J vorläufig noch unbekannt bleibt. Man findet daher 

m-n 

Z n a = 2 P:(coaO)QZ( Q )(d m cosmip+i m s[nmy). 

2) Da ZJ für alle p, welche kleiner als — sind, endlich blci- 

ben muss, aber Ql(g) für e = l unendlich wird, so kann Z t kein 3 
enthalten, verwandelt sich also in 

Z t n = m 2 Va (cos 0) PI (g) (y m cos roy/ + ß m sin mxp). 

* [Diese Beweisführung t\\r den inneren Punkt, die uns aller- 
dings zu einem in allen Fällen richtigen Resultate fuhrt, ist aber 
nur für ein reelles e erlaubt, indem nur in diesem Falle q gleich X 
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werden kann, nämlich für r = c, für ein imaginäres e aber von Null 

durch das rein Imaginäre zu - wächst. Den besten Weg, um 

auch in diesem Falle das Resultat zu erweisen hat wohl Neu mann*) 
(in Königsberg) gewählt, indem er davon ausgeht, dass auch im 
ganzen inneren Räume die Di Heren tialquotientcn von V nach den 
drei Coordinaten (p. 31 1) endlich sein müssen, gleichgültig welches 
ihr Anfangspunkt und ihre Richtung ist. Man lege nun durch 0, 
wo der Punkt sich gerade befindet, ein dem ursprünglichen con- 
focales Ellipsoid, denke sich das Achsensystem in den Punkt 0 
gelegt, und die Achsen in die drei Richtungen fallend, von denen 
die eine normal gegen das Hülfsellipsoid ist; die zweite sei das 
Element des Meridians, die dritte des Parallelkrciscs. Die unend- 
lich kleinen Stücke auf diesen Richtungen heissen dv, do 3 dp, und 
lassen sich durch dr, dd, d\f) ausdrücken. Geht man nämlich von 
einem Punkte r, 0, V zu einem unendlich nahen mit gleichen 0 
und y und der linearen Coordinate r + r/r über, so liegt dieser 
gerade in der Richtung der Normale. Ohne daes man sich zum 
Nachweise der allgemeinen Eigenschaften confocaler Ellipsoide be- 
dient, lässt eich derselbe fuhren, indem man bemerkt, dass die 
Verbindungslinie der beiden Punkte mit den ursprünglichen Achsen 
Winkel bildet, deren Cosinus sich verhalten wie 

dx dy ^ dz 

er ' dr ' dr* 

d. h. = cos0:-r= 



: . sinfleosv : , sin 0 sin \1> 



x y 



1*1 1*1 i 



oder wio die Cosinus der Winkel a, ß, y welche die Normale an 
der betreffenden Stelle mit den Achsen macht. Man hat daher 

•^dr = dveosa, ^ dr = dv cos , ~dr = dvuoay] 

. iV— e s cos 3 0 
= dr- — 

yV a -e a 



*) Crelie, Journ. f. Math. Bd. XXXVII, S. 33. 
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Hält man r und tp fest, und ändert nur 0 f so bleibt man auf 
gleichem Meridian, w ährend ein festes r und 6 und ein verändertes 
y einen Punkt desselben Parallelkreises geben. Man findet daher 

also schliesslich 



a r r r 9 — e'cos*» 



• " dr f r 9 — e'cos'tf 
ÖK ÖF 1 



3o " 30 yr'—c'coi'O 

dv^av i 

Betrachten wir zunächst den ersten Werth, so muss also für ein 

imaginäres c noch immer ^ endlich bleiben, wenn auch 0 = — 

und r oder q = 0 gesetzt wird ; dasselbe muss von Z" gelten. Die 
Theile von Z", in welchen n — m gerade ist, werden aber durch 
Differentiation nach v für dieses Q und 0 unendlich wenn Q in Z" 
vorkommt; fassen wir irgend eines der betreffenden Glieder ohne 
die Constanten und ohne cos m\p oder sinmt//, z. B. 

(n p-(cobö)o:(?) 

in's Auge, so giebt es nach n differentiirt 

j. r.^ gp» 0,00.0 = 0). 

e cos0 dp vv ; 
Aber K,(cos0) enthält ein von cos0 unabhängiges Glied, wird also 

für 0 = — von Null verschieden, folglich das Glied <x> , da ^ 

für q — 0 nicht verschwindet (§. 55). 

Wegen der Glieder in welchen n—m ungerade ist betrachte 
man noch die Differentiation von V nach o, welche für r = 0 aus 
(f) das Prodnct eines endlichen Werthes, der nicht verschwindet in 

1 dKjcos d) 
cos0 öd 

hervorbringt, also für cos 0 — 0 offenbar unendlich wird. Es dür- 
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fen also in V t die Q nicht mehr auftreten, und unser oben gefun- 
dener Werth für Z* ist allgemein, auch für ein imaginäres e gültig.] 
Es bleibt zur vollständigen Lösung unserer Aufgabe nur noch 

Übrig, die <J, e im ersten, y, ß im zweiten Falle zu bestimmen. 

x 

Indem für r = r, welchem Werthe q — — = 4f entsprechen mag, 

e 

Z* in F" übergehen muss, entwickele man Letzteres zu leichterer 
Vergleichung vermittelst Anwendung des schon oft gebrauchten Aus- 
drucks von /^(cosy) nach Cosinus und Sinus der Vielfachen von ty. 
Dann ist mit Pi(cos0) cosroi/f in F" multiplicirt 

(- 1)" <C pdO, sin 0 X K (cos 0, ) f n fifi x , y, ) cos my x d% , 

O U 

dagegen in ZJ resp. Z," fttrjp = sr 

so dass man unmittelbar 6 m und j m durch Gleichsetzung der Aus- 
drücke der letzten Zeile w mit denen der vorhergehenden erhält. 
Hätte man die Factoren von P£(cos0)sinmy verglichen, so wäre 
aus F* ein Werth wie der obige nach Vertauschung von cosmy^ 
mit Binm\p lt hervorgegangen, aus den Z resp. 

*.<ft(4*), ß m K(*). 

Man erhält daher schliesslich als Lösung der Aufgabe durch 
Einsetzen der Werthe ß, y, etc.: 

(io) ... z:==^T(-ira:^L/c(cosö)x 

/"dO, sin0 ( /C(cosö t ) f^W, , vOcosmO^- xff^dxp, 

u u 

(10, a) . . . Z; = ?^tl T (- 1 ) m <£ ^ (cos 0) X 

/.t /»2.TC 
dd.smO.KicofiO^J f(0 t , v> 1 )cosm(v/-Y',)<ty'r 

0 (I 

Eine weitere Reduction, wie sie bei der Aufgabe für die Kugel im 
§. 6 möglich war, ist hier trotz vielfacher verschiedenartigen Ver- 
suche, so lange die Buchstaben allgemein bleiben noch nicht mög- 
lich gewesen. (M. vergl. p. 332.) Damit man bei diesen oft ange- 
wandten Formeln die Bedeutung der eingeführten Buchstaben, so 
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weit sie nicht Fnnctionszeichen sind, vereint finden kann, wird noch- 
mals erwähnt, dass r, y r'— e a , yV— e* die Achsen der gegebenen 
ellipsoidischen Fläche sind, dass r = e/', r = eg und 

n ( 1.3.5...(2»-1)) 3 
° m 'n(n + m)II(n-m) 



n / 1.3.5...(2n-l) y 
0 M.2.3... /i / 

gesetzt wurde. 

§. 13. Es soll jetzt die zweite Methode zur Darstellung von 
R~ l auseinandergesetzt, also gezeigt werden, wie man mit Hülfe 
der Entwickelungcn des §. 12 nach den Andeutungen des §. 7 die 
im §. 9 bereits aufgefundene, nach Kugelfunctionen geordnete Reihe 
für R- 1 ableiten kann. Da R~ l ein Potential wie V m des Punktes 
q, 0,\jt ist wenn q > g l gedacht wird, so muss es die Form 

1 ^> rmn 

7f . ' 

Z" = i'(<J. cos m xj> + «» sin m i/>) Q" m (q) K (cos 0) 
haben; es würde als Potential von g t , 0 lf ip t die Form 

r = ^( y „cosinV/ 1 +/lfmSmmv 1 )P:(ft)i , ;,(cosÖ 1 ) 

besitzen: man kann zeigen, dass für jedes u, Z* und f überein- 
stimmen. Man beweist nämlich unten aus der vollständigen Sym- 
metrie von R nach 0 und 0, , ferner nach tp und (nicht nach q 
und Q t da angenommen ist), dass die Entwickelung nach 

den Z, welche doch ursprünglich eine nach Kugelfunctionen in Bezug 
auf Oy y fortschreitende ist, auch eine solche in Bezug auf 0 t , xp i 
sei, d. h. eine solche wie die nach den f : daraus folgt unmittelbar 
die Identität von Z und f. 

Zum Beweise geht man davon aus, dass die Entwickelung 
irgend einer Function von 6 und q. ■ = y — ip l nach Functionen der 
Gattung P in Bezug auf 0 und <p zugleich eine Entwickelung in 
Bezug auf 0 und %p oder 6 und y t ist, und umgekehrt. In der 
ersten Eigenschaft kann nämlich das n x * Glied 

= 2 {k m cos mtp -f l m sin m(p) K (cos 0) 

m—0 
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gesetzt werden; das Glied vorstehender endlichen Keine behält 
nach Einsetzung des Werthes von rp die gleiche Form in Bezug 
auf 0 und ip oder tp r Es verwandelt sich nämlich in das Product 
von PI und von 

{k m co%m\p i -{-/,» sin »h/jJcos m\p-\-(k m sin m\p i — /«cos tmp^smmip; 
die Factorcn von cos m\p und sinmip sind aber in Bezug auf %p Con- 
stante. liier hat man den Beweis des Directen: um auch das Um- 
gekehrte nachzuweisen, hat man nur zu erwägen, dass nun gezeigt 
ist, wie die Cocfficienten 8, t bei einer Function von (xp — V\) und 
0 beschaffen sind, welche in Bezug auf 0 und \p nach Kugclfunc- 
tionen entwickelt wird. Setzt man das wi ,e Glied im gleich 

(d m cos mep + f m sin m ip) Pl (cos 0) , 
so werden die Constanten d und * aus anderen, k und / die kein ip t 
enthalten durch 

8 — h cosmip. -f- / sin m\p i 

t = k sin m\p x — / cos m\p i 
zusammengesetzt sein müssen. Hierdurch hat man auch das Um- 
gekehrte bewiesen, und weiss daher dass Z" als Glied der Reihe 
für Br l , welches eine Function von y — % = (p ist, die Form hat 
Z" = 2(81 cos m {rp - xp v ) + £ sin m - V, )) Ql fe) /C (cos 0). 

m 

Dafi seinen Werth nicht ändert wenn tp — \p { mit y x — ip vertauscht 
wird, so muss < verschwinden. Ferner ist das mit cosi»(y/ — 
multiplicirte Glied in der Entwickelung von Ä _1 nach Cosinus der 
Vielfachen von (xp — \p x ), 

Ta: <?:(?) k (cos 0), 

sicher symmetrisch nach 0 und 0 t , welches letztere in 8 vorkommt, 
so das», wenn man für 3 mit HinzufUgung des Arguments 3(0,) setzt, 

£3" m (0,)K(coB0)Ql(Q) = Xfi(tf)Jt(co.tf,)<Ki(rt 

wird. Das in gleiche Q Multiplicirte, d. h. d«(0,)Pm(co8 0) und 
dm (O)PZ(co80 t ), muss gleich sein, d.h. es rauss 

ä(^ 1 ) = «:p:(co8ö i ) 

werden, wenn a eine Constante bezeichnet, die allerdings noch 
enthalten kann. Stellt man die Resultate zusammen, so weiss man 
dass bei Entwickelung von Ä" 1 in Bezug auf 0, \p entsteht 
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F = 2 a m P m (cos O)P m (co*0 t )Q m (Q)cosm(tfj-x}, l ), 

m 

so dass die Reihe der Z zugleich eine Entwickelung in Bezug 
auf 0, und yt t bildet, also Z" = £" gesetzt werden kann. Setzt 
man die »»"" Glieder in ZT und J* gleich, so wird 

(y«coewv'i+^-«n»^ l )JC(ft) = a m cos m(ip — Hf t )K (cos 0) Ql(g) 
wo a nur (>,, und y nur ifj, 0, q ohne Indices enthalten. Hier- 
aus folgt unmittelbar dass 

werden rauss, wenn b eine rein numerische Constante bezeichnet, also 

r =Yb m K(cosd)p:(cose l )p:( Ql )Q':(Q). 

m— U 

Um schliesslich b zu bestimmen," mache man in 

q und (>, unendlich, doch so dass — 1 ei» endliches Verhältnis* a 

erhält, welches natürlich <T 1 ist. Dadurch geht die linke Seite 

1 et* 
in — - — über, oder qZ* verwandelt sich in — ./'"(cosy). 

cy 1— 2a cosy-f a* « 

Aber wird dann (— ) > so dass 

gefunden wird, und dadurch Z* den Werth annimmt, welcher p. 320 
für — K" schon durch (8, a) gefunden war. 

§. 14. Im §. 12 wurde erwähnt, dass im Allgemeinen die 
Gleichungen (10) eine Vereinfachung nicht gestatten; der Umstand 
nämlich, dass in den Nennern nach Grössen P£ oder vorkom- 
men, verhindert die Ausführung der Summation. In einem be- 
sonderen Falle, wenn nämlich das Ellipsoid sich in einen 
Kreis verwandelt, lassen sich aber diese Functionen im 
Nenner gegen ähnliche im Zähler umtauschen und nach 
dieser Umformung kann die betreffende Reihe durch keine andere 
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Transcendente als arctang summirt werden. Soll das Ellipsoid in 
eine Kreisscheibe übergehn, so wird c imaginär = ti und r = 0. 
In diesem Falle sind nämlich die Coordinaten der Grenzfläche x=O t 
y = t sin0 cosj/s z = t sintfsin tft, also die Fläche wird in der That 
Kreis; 0 ist in Bezug auf jeden Punkt eine solche Grösse, dass 
«8in0 die Entfernung des Punktes vom Mittelpunkte des Kreises 
bedeutet. 

Setzt man zur Abkürzung unbeschadet der Allgemeinheit * = 1, 

so ist die Aufgabe, welche hier behandelt wird die folgende: Das 

Potential eines beliebigen Punktes 0 in Bezug auf eine Krcis- 

sebeibe mit dem Radius 1 soll gefunden werdon, wenn dasselbe 

für die Punkte in der Scheibe selbst gegeben, = f(0, ifj) ist. Nimmt 

man später im besonderen Falle an, dass f von unabhängig sei, 

so hängt das Potential eines jeden Punktes auf der Kreisscheibe 

selbst nur von der Entfernung vom Mittelpunkte sin0 ab. 

r . x 
Es verwandelt sich hier g = — in — ir, und 4" oder — = — ir 

* e e 

in — Oi, wenn — Ot zwar 0 ist, aber wie früher die Grenze einer 
negativ rein imaginären Grösse bezeichnet. Die lineare Coordinate 
kommt hier nur in der Verbindung 

0(9) 

vor, und dieser Quotient ändert sich nicht wenn g und 4f zugleich 

mit — g und — vertauscht werden, so dass man fUr ihn auch f?f^ 

0(Ot) 

setzen darf. In dieser Untersuchung soll die Grösse rt, nicht 
wie es früheren Feststellungen entspräche —ri, durch q bezeich- 
net werden. Das gesuchte Potential ist dann nach (10) 

V a = f n dO v sin*, , yJMft , 



"-» 2w+l 



An 

A n =£(-ir flB ,P 11 .(cosö)/' rw (cosö 1 )^|cosm y . 

Wir beginnen mit der Transformation des Quotienten 
der beiden Q, der nach (45) auf p. 153 gleich 
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-L (e+cosit^'-ir 1 '^'-!, (cos«)' 



cosmtf dt 



wird. Den Nenner bestimmt man numerisch indem man — x 
setzt, wodurch das Integral in 



m \-n — 1 

dx 



0 n + l/"° X"+*dx . _ n f«X » 



oder in 



2 2 



übergeht. Bezeichnet man das Integral für den Augenblick durch 
J m , so würde das Product 

n-fwH-j. r ?i + m+2 n—m+1 r n — m 

oder gleich 2a ^* ^* *""". m ~~ 1 ^ sein, so dnss der reciproke 

n(n)Il(n) 

Werth von J„ die Form 

1 = TT(n)II(n) 
J m ~ 2« J2 (» + m) JI(n — » — 1 ) w + 1 

annimmt Man bezeichne nun durch s eine positiv reelle Grösse, 
die man sich verschwindend denken kann, und setze $% = a, so 
dass <s wie Q rein imaginär wird. Dann ist J« + i gleich 

<*+lf* COB(ffl-fl)tFtfl (« — (\\ 

1 ^ (a+co.tl^*=3 L)' +4 ' ( * ^' 
oder nach (45) 

_ 9 -+i JT(w+m+l)JT(n — m— 1) 

^ A J7(»).1.3...(2n+1) ^ m+1 W 



Dadurch geht der ganze Nenner von (a) zur (— l) len Potenz in 

v J (n + m+l)J 1 a + l (o-co*iu Y7~-l) H co&(m+l)iudu; (a=0), 

o 

über, und dies gilt, wie man nachträglich einsieht, noch für n — m, 
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worüber bei der Aufsuchung dieses Wertlics noch Zweifel obwalten 
könnten, indem bei derselben n — m als Nenner auftrat. 

[Zur nachträglichen Verif ication: Da a = is, so bringe 
man das vorstehende Integral in die Form von (45, a) 

(a — cos u }V — 1 )" cos (m 4-1 ) w du ; 

o 

wird s = 0 gesetzt, so entsteht: 



(-<)•'/ 



cos" m cos (m -}- 1 ) u du. 

41 

Bekanntlich ist dies 



2"H ^ n + m + 'd r n— f» + l ' 



2 2 
also der ganze zu betrachtende Ausdruck 

i M+l r ( n+l) 
2* —«-fro-fl 7i— m-f-1 
i 2 7 2 
was er auch sein sollte.] 

Zur ferneren Umgestaltung benutze man die Gleichung (6) 
des §. 55, aus der, wenn man x = o* und a = 0 macht, folgt, dass 
für o* = 0 unser Integral mit dem Factor (n+ro+1) gleich ist —«mal 
dem Differentialquotienten desselben Integrals, in dem nur m-fl 
durch m ersetzt ist. Wird noch ausserdem der Logarithmus durch 
seinen Werth — tarecotg* ersetzt, und für iu die Veränderliche u 
eingeführt, so verwandelt sich die (— l) le Potenz des Nenners in 

(-1)- a /«ccotg* — 

n däJ (er — cos« yo** — l) cosmtt au; 

ii 

(tf = 0) ; (o < arc cotg* < -|). 

Diesen Ausdruck setze man in A u ein, so wird diese Grösse 
gleich dem Werthe des Differentialquotienten einer anderen nach a 
oder nach is für * = 0. Macht man 

A * = (w)> (, = 0); (°< arccot g«<f); 

so hat man endlich 
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OT=?U 

Nachdem jetzt die zu Bummirende Reihe zweckmässig in der 
Art umgeformt worden ist, welche am Anfange dieses Paragraphen 
angedeutet wurde, so kann man zur Summation übergehen. Da 
der im §. 42 mit %ff 9 bezeichnete kritische Winkel, welcher bei 

der imaginären Substitution vorkam, jedenfalls über — liegt, und 
u unter y bleibt, so ist diese Substitution hier gestattet, und 

daher nach §. 58 das Product aus coßmw in das Integral nach t 
gleich 

y (^os(**-t«) j/<^)" +i 

Vereinigt man in dem Ausdrucke von B alle Glieder, welche den 
Index f» enthalten, betrachtet also 



cozmitdl 



m—* 



JE ( — 1 )" al !£ (cos 0) Fi (cos 0, ) cos m<f m i t , 



und setzt 

cosmqp cos mit = \ cos m(tf-|-y) + j cos fit (»* — ?>), 
so wird die Summe nach m gleich 

wenn zur Abkürzung 

a = co80cob0 4 4- ßinösin^cos^f — rp) } 
ß = cos^cos^-f-sinösin^coByz-j-^p) 

gemacht ist. Es verwandelt sich dadurch 2nB n in 

(-ir'i/"^.) dtf"° Mt " (<-«*" iF=ir du 

-L 4 ((» + C08(i t -«) ^1)"+' 

vermehrt um den Ausdruck, welcher im übrigen dem vorstehenden 
gleich ist, in dem nur ß für a vorkommt. Führt man in dem 
letzteren — t für * ein, wodurch P"(/S) in P"(cr) übergeht, so fin- 
det man endlich 

2nB n = (-i)«+ l if*P{a) Udt, 
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wenn U die Summe der beiden durch die nachfolgende Formel mit 
doppeltem Zeichen dargestellten Ausdrücke ist: 

(h\ / >l " rccots * ( g — C03M jo % — l)*du 

Durch Vergleichung derselben mit den im §. 75 vorkommenden 
Formeln erkennt man leicht, dass (6) eine Function Q n darstellen 
wird; da der hier vorkommende Fall dort nicht genau in gleicher 
Form auftritt, so möchte es zweckmässig sein, die allgemeine Me- 
thode, welche man dort kennen lernte, dem vorliegenden speciellen 
Falle anzupassen. Setzt man, wie im ersten Falle des §. 25, p. G5 

ocostc-f iV— 1 

cosn = ' - t 

tf + costc ya — 1 

sin iv 

Sinti = 



a-fcostip )V —1 ' 

a — cos« )V — 1 = 



du = 



a + costt) 1 
idv 



<y-j-costt? — 1 ' 
so wächst v von 0 bis oc, während u von 0 bis zur oberen Grenze 
zunimmt; der Zähler des Ausdrucks unter dem Integrale wird nach 
der Substitution idv; der Nenner die (tt-f l) 1 * Potenz von 

r+iV-icosCr+tt?), 

wenn man 

y = Qo -f COS 1 1 ^Q- — 1 y<j' — 1 , 

cos^ yV — 1 = — 1 + C08ff. o-^' — l, 

8m x )V— 1 = sm< * )V — 1 

macht. Nun ist y negativ reell und >1, indem q, c rein imaginäre 
positive Grössen bezeichnen, daher wird y a — 1 positiv; wenn man 
— 1 wie bisher immer mit demselben Zeichen wie y, d. h. mit 
dem negativen nimmt, so zeigt sich dass cos# reell und positiv, 

sin# gleichfalls reell, also % rec ^ una< <iir ^ Es reducirt sich 

** 

folglich die Summe der zwei Integrale in (6) oder U auf 

.r d» r» dv 

% J (r+cosix+iv)}'?^) 1 " 1 y (^+cos(^-tc)^=T) M1, 

II eine, Handbuch d. Kugel Aincüoneo. 22 
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d. h. auf 



r 



de 



£ (y+coi(^+t»)^-i> 

oder wegen des Werthes ^<+- , welcher die imaginäre Sub- 
stitution (p. 110) gestattet, auf2t() n (y). So findet man endlich, da 

Q M (r) = l Q n (-r), 

wo übrigens — y positiv und grösser als 1 ist, 

nB u = -f° r(a)Q*(- Y )dt. 

Geht man auf S zurück, so ist es der Differentialquotient eines 
Ausdrucks, der C heissen mag, nach * ftir s = 0, also 

(.)... S = ^, (, = 0), 



Bs 



If n«)Q'(-r)<U- 



Die letzte Reihe kann man durch die schon häufig benutzte For- 
mel (14) auf p. 39 summiren, und dadurch C in 

c- 1 r dt 



verwandeln, wenn nur M(a-\- ^a*— 1) <C ^(y+lV— 1) wird; diese 
Ungleichheit findet in der That statt, wie sich durch ein Verfahren 
zeigen lässt, welches dem auf p. 318 bei ähnlicher Gelegenheit an- 
gewandten entspricht. 

[Man macht er = pcosg+t yp 9 — 1 sing, d.h. 

p cos q = cos 0 cos 0 t + sin 0 sin 0 t cos g> cos ü 

yp*— Ising = sin 6 sin 0, sin qp^r^; 

es ist dann M^a+^a* — 1) =p-{-^p t — 1. Wir zeigen, dass p im- 
mer ^cosif, welches zur Abkürzung * sei. Zunächst wird filr*=l 
pcosq — cos 0 cos 0, -f-sinösintf, cosy, 
l^p* — l sing = 0, 

also sing = 0 und p genau 1, also =*. Dass ferner bei wachsen- 
dem z und festgehaltenem 0, etc., p nicht >s werden kann, lässt 
sich folgendermassen zeigen: Macht man 
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so wäre sonst 



cos 0 cos 0 t = a, 
sin 0 sin 0 t = b , 

a+fccosqp.« < *cos?, 



ösinyyV — 1 < sintf}V — 1, 
d. h. osingp< sin 9, also 

1 >^6co89-f ~~) + b*sm*(p 

>6 , +2- r co89+^, 

d. h. es müsste 1 die dritte Seite eines Dreiecks übertreffen, dessen 
eine Seite 0 = sin0sin0 l , dessen zweite =~ < cos 0 cos 0, ist. 
Dies kann nicht geschehen, da 0+6 = Es bleibt daher p unter 
*, oder p+fo'— 1 unter *-f}V — 1, während die negativ reelle 
Grösse y, selbst für a = 0 noch absolut grösser als *, daher 

wird. Die obige Sumraation ist also gestattet.] 

Man hat nun, wenn für Q und a die ursprünglichen reellen 
Grössen o = ri, a = *• eingeftlhrt werden, wodurch —y sich in 
rj-fcostf }V+l verwandelt, für C den Werth 

(d) ... -4**C = 
dt 



r- 

J r 



ri-cos0cos0, 1 cosi^yr' i lytN l-sin^sin^cos^-sinösin^sinysint« 
Nach den Entwickelungendes §. 42, p.115, da rs— cos0co80, nicht 
immer positiv bleibt, wohl aber das A+B der Formel (31, a), [nämlich 

4 + Ä = r f + ^r**! >V+1 - (cos 0 cos 0, + sin (9 sin 0, cos 9) 
ist positiv, weil die zu subtrahirende Grösse nie 1 überschreitet], 
wird nun 

_ 1 r$ — cos 0 cos 0, s _ ^\ 

wenn r* — cos 0 cos 0, positiv ist, im anderen Falle 

1 / cos 0 cos 0. — rs \ 
= ~E V arccot & V 

Die positive Grösse E bezeichnet hier folgenden Ausdruck 

=rMV+iLB'0+iu a 0, +2r* COS0COB0, -2^^]/?+T8in0sin0 1 cosy, 
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ist also die geradlinige Entfernung der Punkte (r, 0, y) und 
(*, n— 0, , i/>,). Da im zweiten der obigen Fälle mit + ~ eine Grösse 

multiplicirt wird, die zwischen ^ und n Hegt, so fasst man beide 
Formeln in die eine zusammen 

zun o 1 4 r* — cos0cos0, 
(11)... — 2« 5, C = -g-arccotg ^ l - y 

in welcher der arc positiv, zwischen 0 und n genommen wird; man 
füge noch die Gleichung aus p. 338 hinzu: 

(11,0) ... S = £ f (, = 0). 

Den Werth S setzt man schliesslich in V a ein. Eine Ausführung 
der Differentiation, nach der man * = 0 machen kann, bietet offen- 
bar nicht die geringsten Schwierigkeiten dar, aber eben so wenig 
einen Umstand, der hier von Interesse wäre. 

Der besondere Fall, in welchem f(0, y) von yj unabhängig 
ist, und in dem es mit f(0) bezeichnet werdeu mag, erlaubt noch 
eine weitere Reduction unserer Ausdrücke, da nun f vor das in- 
nere Integral tritt, und V a auf p.333 sich in 

V a =f n <B.f(O l )*mO l dd, 

verwandelt, wenn 

/In 
Sdy,, 



e = |& C = o) 



gesetzt ist. Offenbar wird, entsprechend (11, a) 

3* 

Cdy t 

o 

macht; während C auf arc cotg führte, wird (£, wie gezeigt werden 
soll, ein elliptisches Integral geben: ist dieses gefunden, so kann 
wie in dem allgemeineren Falle, die Rechnung abgebrochen werden. 

Am bequemsten kommt man zum Ziele, wenn die Integration 
nach \ff i an C in der Form (d) ausgeführt wird, zu welchem Zwecke 
man den Nenner des Integrals, der bisher nach oostf und sintl 
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geordnet war, d. h. die Form hatte 

a-f 6 cos ii+c sxnit 
wo a, b und c kein t enthielten, nach t^i > oder was hier genügt 
nach g> auf 

a-f 6cosqp-f c&incp 

bringt, wo 

a = r* — costfcos 6 i + /r'+l jV + 1 cosi* 
b = — sintfsintf, costf 
c = — sin 0 sin 0, sini< 
gemacht ist, und a, b reell , ersteres selbst für 8 = 0 positiv, c rein 
imaginär wird. In ähnlichen Fällen haben wir schon früher das 
allgemeine Prinzip erwähnt, nach welchem eine solche Integration 
nach <p = ip — V/ 4 statt nach Vi > v o fl 0 D > 8 % n ausgeführt werden 
kann. Man erhält dann aus p. 132 

>2 * dtp 2n_ 



a — bcos<p — csinq> j/ a 9 _ft« _ c s 



wo 

a*-^6 9 -c' = (rs- co8Öcos^ 1 +yr T +T|/?Tlco8tO a --8iii a Ö8m , ^ l 
offenbar noch für * = 0 positiv bleibt. 

[Setzt man nämlich a 1 — o'— c 9 = M*, indem man §. 47 den 
ersten Fall beachtet, nimmt M positiv, und 

a — M.x 

b = M.yx*—1 co»x 

c == M.^x*— 1 sin#, 
so ist x positiv reell und grösser als 1, also cos/ negativ reell, 
und sin# rein imaginär mit dem Zeichen von — sinif; es hat also 
X die Form n+io wenn t> eine rein reelle Grösse ist, welche das 
Zeichen von t besitzt etc. ete. 

Bequemer führt Jacob i's Ausdruck auf p. 133 zum Ziele. 
Die Bedingung («) dort, welche "hier erfüllt wird, verwandelt sich 
nach unserer Bezeichnung in 

ar 

In der That ist 

a ±b = rs- cos 0cos 0 l + cos i t (yV a + 1 + 1 Ifsin 0sin 0 1 ) 
selbst noch für f = 0 positiv.] 
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Si 



Man bat nun für 6 seinen Ausdruck durch ein elliptisches 
Integral 

-2n£ = 

dt 

|/ yV+l yV+lco8»7+r*-cos(0--0J • l^T^i jV+lcosü+r*— cos(0+0, ) 

gefunden ; dieses kann mau durch bekannte Transformationsformeln 
wie sie z. B. Luchterhandt im 17" N , Richelot im 34 $lea Bande 
des Crelle'schen Journals angegeben hat, in die canonische Form 
der elliptischen Integrale bringen. Zur Abkürzung setze man 
p = rcos 0 m=scoaO i 
q = ^r'-f-l sin 0 n = sin 0, , 

und hat so Grössen eingeführt,' deren geometrische Bedeutung man 
leicht erkennt. Führt man im Integrale cosif = y statt / ein, so 
entsteht: 

l/ir*+\)(s*+l)J 1(y-a)(y-ß) { y- r ){y-i) ' 
wo a = 1 , S = —1 

- cos(0 — 0,) — rs 



Dann wird 



008(0+0,) — rs 

wo x 0 , x if k, M folgende Werthe annehmen : 

cos 0 cos 0. — rs 



1 " ]/r^fl V«'+l — sin 0 sin (9, 
Hier sind zwei Fälle wesentlich zu unterscheiden: 

1) Ist x t negativ, so wird erhalten 

_ 1 , p d x \ 
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rs — cob 0 cos 0 t 

wenn K, wie üblich, das ganze Integral bezeichnet. 

2) Ist x x positiv, so wird das Integral von — 1 bis x x gleich 
einem von —1 bis 0 oder K, vermehrt um eines von 0 bis x x . 
Man findet also 

cos 0 cos 0. — rs 

99 1 / — 



yp+I ^P+T - sin 0sin 0 t 
wodurch auch der besondere Fall erledigt ist. 

* §. 15. Es bleibt noch übrig, die Art mitzutheilen auf welche 
der Nachweis gelingt, dass die Entwickelung von R~~ nach Kugel- 
funetionen, wenn sie auch wie im §. 9 unter der ausdrücklichen An- 
nahme erfolgt ist, dass 0 nahe Null sei, noch für die übrigen Werthe 
von 0 gültig bleibt. 

ß 

1) Setzt man tangy = ti, wodurch 

COB0 = 



~ " 1 + «' 

wird, so verwandelt sich R und Ä _1 in eine Function von «, welche 
endlich, monogen und monodrom bleibt so lange u Werthe annimmt, 
die sich höchstens um eine wenn auch kleine Grösse über die 
Reellen erheben oder unter dieselbe herabsinken, also, 
um dasselbe mit anderen Worten zu wiederholen, so lange u nicht 
aus einem wenn auch schmalen Streifen 5» heraustritt, der in un- 
endlicher Längenausdehnung die Achse des Beeilen umgiebt. In 
der That ist dies wie bekannt der Fall, wenn es einen solchen 
Streifen giebt, in dem R nie verschwindet. Es kann aber R für 
kein reelles 6, also für kein reelles u verschwinden, weil sonst 
zugleich 

wäre, was unmöglich ist, da die Punkte (x, y, z) und 
verschiedenen ellipsoidischen Flächen angehören, wenn man r und 
r, festhält, und 6 und u>, auch 6 i und \ff i alle möglichen reellen 
Werthe giebt. Hieraus folgt unmittelbar, das für jedes festge- 
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§. 15, 1 1 



haltene r, r, , 0, , \p l , y nur solche u die Grösse R zu Null machen, 
welche nicht auf der Achse des Reellen selbst liegen, so das» ein 
Streifen ö mit derselben Eigenschaft noch exiatirt, wenn man auch 
Od Vi> V möglichen reellen Werthc giebt. Hetzt man fest, 
dass für ein reelles u immer R die positive Grösse sei, so ist R 
im ganzen Streifen a vollständig bestimmt. 

2) Die Grösse R~ l , in der 0 durch u ersetzt ist, wenn u ir- 
gend einen ihm in a zukommenden Werth hat, lässt sich nach dem 
Satze von Dirichlet immer in eine eonvergente Reihe von Kugel- 
funetionen in Bezug auf 0, und %p i entwickeln, so dass 

i »—so 

wo als Doppelintegral durch §. 98, d gegeben ist. Die erwähnte 
Formel liefert, wenn man die dortigen Zeichen beibehält, die Ent- 
wickelung einer Function f(0,y>) nach Kugclfunctioncn in Bezug 
auf 0,\p ; ist v ein in /"vorkommender Parameter, in Bezug auf 
welchen f endlich, monogen und monodrom bleibt, wenn c nie aus 
einem Räume a heraustritt, so ist dasselbe mit sinfl, f{6 x , y x )P*{co%y) 
der Fall, also mit dem Integrale nach \f) t und 0, zwischen end- 
lichen Grenzen 0 und n resp. 2n, also mit dem n t9n Gliede der 
Entwickelung von f(0, Hieraus folgt, indem man statt v, 0, tp 
hier u, 0 t , ^ und 

setzt, dass 2F endlich, monodrom und monogen nach u in dem 
Streifen c bleibt. 

3) Ist u reell und nahe Null, so kennnt man den Werth von J)" 
aus §.9 Gleich. (8, o), und sieht dass es eine ganze Function 

n ten Grades von sin0 und cos0, das dortige —Y" ist. In u um- 

e 

gesetzt, wird es eiue rationale Function von «, die endlich bleibt 
wenn man die Breite von <r, sollte der Streifen sich bis auf ±i 
ausdehnen, in einem schmaleren S zusammenzieht. Es wird daher 
für alle u des Streifens S f — für uns genügt dass man weiss für 

alle reellen u — die Function mit — K" übereinstimmen. 
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§. 16. Zum Schlüsse dieses Kapitels ist noch das Historische 
über die hier behandelten Aufgaben mitzutheilen. Lame* hat für 
die dreiachsigen Ellipaoide im 4 ,en Bande des Liouville'schen Jour- 
nals vom Jahre 1839 die hier in Frage kommende Aufgabe aus 
der Wärmelehre gelöst, welche wie man sah, mit der andern, im 
§. 12 behandelten übereinstimmt: das Potential, wenn es an der 
Oberfläche des Körpers gegeben ist, für innere Punkte zu finden. 
Auf die erste Abhandlung, welche die ungleich achsigen Eilipsoide 
behandelt, aus deren reichem Inhalte bereits in der Theorie Man- 
ches mitgetheilt wurde, und von welchem man noch Weiteres im 
folgenden Kapitel erfahren wird, liess er in demselben Bande eine 
zweite folgen, in der er zeigt, wie die allgemeinere Methode sich 
für den speciellen Fall des Rotationsellipsoids gestaltet, — wie die 
im allgemeinen Falle auftretenden Prodncte der E sich in Prodncte 
aus trigonometrischen Grössen mit fertig gebildeten endlichen Rei- 
hen verwandeln. Somit ist die erste Lösung dieser Aufgabe auch 
für die Rotationsellipsoide von Lame* geliefert. 

In seiner Inaugural -Dissertation, die im April 1842 erschien, 
darauf im 26»'* n Bande des Crelle'schen Journals vom Jahre 1843 
hat der Verf. dieselbe Aufgabe behandelt, indem er das Rotations- 
ellipsoid zum Ziele nahm, und sie durch die Methode, welche im 
§. 12 angegeben ist, löste. Aus den Resultaten dieser Arbeit ist zu 
erwähnen, dass die bei Lame* auftretenden Reihen sich hier als 
die erwiesen. Dadurch dass man die bekannten Eigenschaften 
der P anwandte, bekamen die Endformcln auch in anderen Thei- 
len eine bessere Form, indem bei Lame* z. B. in den Nennern un- 
ausgeführte Integrale auftreten, die bei uns durch ihre einfachen 
numerischen Werthe ersetzt werden konnten. 

Das Resultat in der Form wie der Verf. es fand hat Lame* 
in seinem Werke: „Sur les fonetions inverses" vom Jahre 1857 ab- 
geleitet; der Theorie der Anziehung oder Wärme ist in dieser Schrift 
nichts wesentlich Neues hinzugefügt worden. Liouville bemerkt 
in seinen Arbeiten aus dem Jahre 1846 im XI. Bande seines Jour- 
nals S. 217 — 236 und 261 — 290 gleichfalls, dass die besprochenen 
Functionen die sind, und fügt am Schlüsse hinzu, dass er die 
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dort veröffentlichten Untersuchungen schon vier Jahre früher voll- 
endet habe*). 

Dieselbe Aufgabe für den äusseren Punkt (Aufsuchung von 
V„ des §. 12) hat der Verfasser zuerst gelöst. 

Neu mann gab der Function Qm, welche in V a vorkommt, 
und bei dem Verf. als hypergeometriscbe Reihe angewandt wurde, 
im 37 ,,en Bande deB Crelle'schen Journals die Form des §.59, fer- 
ner verbesserte er Lame"s und des Verfassers Arbeit über K« in 
einem Punkte (im §. 12 ist derselbe hervorgehoben), indem er das 
Verschwinden gewisser Constanten, wenn die Eccentricität imaginär 
ist, strenge nachwies. Zwar hat der Verf. im 29* ,en Bande des 
Crelle'schen Journ. nachträglich einen wohl genügenden Beweis 
hierfür geliefert; dieser ist aber viel umständlicher, und sicherlich nicht 
so naturgemäsB. Neumann hat auch den magnetischen Zustand eines 
Ellipsoides bei vertheilenden Kräften bestimmt. Zur Entwicke- 

lang von auf die wie man weiss hierbei ankommt, bedient 

er sich nicht der im §. 9 angewandten Methode sondern derjenigen 
welche im §. 13 auseinandergesetzt wurde, indem er des Verf. ur- 
sprüngliche Bestimmung von K, und V a durch Integration der Dif- 
ferentialgleichung zf'F = 0 zu Grunde legte. 

Die Methode des §. 9 zur Entwicklung von Rr l nach Kugel- 
funetionen beruht auf den Prinzipien, welche der Verf. im 42 s,<>n 
Bande des Crelle'schen Journals bei der entsprechenden Aufgabe 
für das dreiachsige Ellipsoid kurz mittheilte; Bedenken, welche 
ihre Anwendung erregen konnte wenn q zwar grösser als g { war, 
aber nicht so gross dass die Reihe für (a — ß)- 1 im §. 9 für alle 0 
convergirte, sind durch §. 15 beseitigt Das kurze Verfahren des 
§. 10 erscheint hier zum ersten Male. 

Ueber die Aufgabe des §. 14, die Kreisscheibe handelt ein 
Aufsatz des Verf. im Monatsberichte der Berliner Akademie vom 
Jahre 1854, S. 564— 572. Dort ist nämlich angegeben, dass die 
Summation der betreffenden Reihe auf arc tang führe ; es sind auch 
die Mittel erwähnt, durch welche die Summation geschieht, und 

*) C'est dans les quatre dernier» mois de l'anuee 1842 qne j'ai commence' 
et termine" tonte» ocs recherches etc. 
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die Resultate welche sie verschaffen. Einer schriftlichen Mittheilung 
des Herrn Lipschitz verdanke ich die Nachricht, dass der Theil 
meines Resultates, welcher den allgemeineren, hier in der Formel (11) 
enthaltenen Fall betrifft, bei einer von ihm angestellten Prüfung 
sich unrichtig gezeigt habe, so wie die Angabe des richtigen Re- 
sultates. Den Fehler, welcher in einer Rechnung vorkam, die im 
Monatsbericht S. 568 nur beschrieben nicht ausgeführt wurde, und 
welcher dadurch entstand, dass bei einer Summation (in unseren 
Formeln der nach m) die Summenzeichen sich auf zu viele Glieder 
erstreckten — aus diesem Grunde sind auch die Resultate im spe- 
ciellen Falle richtig geblieben — , habe ich hier verbessert. Es ist 
unterdessen eine denselben Gegenstand betreffende Abhandlung des 
Herrn Lipschitz im 59 8le " Bande de8 Bor chard fachen Journals 
S. 1—53 erschienen: „Beitrage zur Theorie der Vertheilung der 
statischen und der dynamischen Eloctricität in leitenden Körpern." 
In derselben werden die Q, welche im Nenner auftreten, wie es 
im Monatsberichte oder hier geschah, durch ähnliche Ausdrücke 
im Zähler ersetzt, so dass dort gleichfalls die Formel für nB, t auf 
S. 335 den Ausgangspunkt bildet, nur mit dem Unterschiede, dasB 
Herr Lipschitz zum Ausdrucke von Q sich des Neu mann 'sehen 
Integrals statt des in den Arbeiten des Verf. benutzten bedient. Nun 
wird die Summation ausgeführt, und giebt ein Doppelintegral, des- 
sen Werth Herr L. direct für eine besondere Lage des Punktes 0 
bestimmt. Er erräth dann den Werth desselben im allgemeinen 
Falle, und verificirt das Resultat, indem er es in die Differential- 
gleichung einsetzt, durch die bekannten Mittel. (Man vergleiche 
Dirichlet's Arbeit im 32» 1 «" Bande des Crelle'schen Journals S. 80: 
„Sur un moyen ge*ne*ral de ve"rifier l'expression du potentiel relatif 
k une masse quelconque, homogene ou neurogene.*) Die Abhand- 
lung im Monatsberichte erforderte coraplicirtere Rechnungen, um 
die Formel für den speciellen Fall in eine zweckmässige Gestalt 
zu bringen: die Rechnungen zu der dort richtig angegebenen End- 
formel wurden im 53* ,en Bande des Borchardt'schen Journals*), 

*) Die Reduction der elliptischen Integrale in ihre kanonische Form, 8.199 
Sie 230. DaselbBt ist bei der Zusammenstellung der gefundenen Formeln S. 228 
irrthümlich der Modulus * für gesetst worden. 
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wenigstens für den Fall eines positiven rs — cos 0 cos 0, vollständig 
abgeleitet. In der gegenwärtigen Arbeit führten, wie man sah, 
viel einfachere Rechnungen zu demselben Ziele. 

Drittes Kapitel. 

Das dreiachsige EllipsoicL 

§. 17. Nach den Auseinandersetzungen der vorigen Kapitel 
übersieht man, dass es nur darauf ankommt eine geeignete 
Entwickelung der reeiproken Entfernung zweier Punkte 
aufzufinden, um dann sogleich die Anziehung einer von zwei drei- 
achsigen Ellipsoiden begrenzten Schale mit gegebener Masse auf 
einen äusseren oder inneren Punkt ermitteln zu können. Diese 
Entwickelung wird hier nach der Methode des §. 9 vor- 
genommen, nach der zweiten Methode im §.23. Wir setzen 
a; = rco8 0, x i =r i cos0 i 

y = yV*— 6 a sin Ocosy, y t — } f r]— 6* sin 0 i cos ip i 

s = jV— c'sintfsin tp, z l = ^rj— c* sin 0, sintp, , 
und denken uns b und c entweder beide reell und positiv oder beide 
rein imaginär und positiv, ferner 

Oft; r>r,. 

Hält man r und r, fest und giebt 0, tp, 0 ( , tp t alle Werthe von 0 
bis n oder resp. bis 2«, so stellen also x, y, z, und x t , y t , *, , die 
rechtwinkligen Coordinaten zweier Punkte P und P, vor, welche 
auf zwei confocalen Ellipsoiden liegen, P auf dem grösseren mit 
den Achsen r, j/r'— b\ yV*— c\ und P, auf dem kleineren dessen 
Achsen r if ir\ — 6% ^rj — c a sind. 
Indem wieder 

R = y^-^ + fo-y, )■ + (*_.»,,» 
gesetzt und Ä positiv genommen wird, soll nun die Entwickelung 
von Ä - nach Kugelfunctionen in Bezug auf 0 und xfj vor- 
genommen werden, wobei sich aus dem Resultate zeigt, dass diese 
zu gleicher Zeit eine Entwickelung derselben Grösse nach Kugel- 
functionen in Bezug auf 0, und tp l ist. Man stello sich wieder 0 
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nahe an Null vor, weil die Gültigkeit derselben Entwickelung für 
andere 6 «ich später sehr einfach ergiebt. 

Man drücke nun, wie im §.9, Ä _l durch ein Integral aus, 
wobei man sich vorläufig 0 so klein denkt dass x — x t positiv ist. 
Macht man 

a = x -\-iy COBI7+I* sin rj, 
ß = x i -f t cos n -j- sin tj , 

so hat man 

(«)... x =y 

Die Grössen a und ß sind nicht der Art wie die entsprechen- 
den Grössen in der Untersuchung über die Rotationsellipsoide ge- 
bildet, dass nämlich P*(ß) oder Q* (a) unmittelbar eine einfache 
Entwickelung nach Cosinus oder Sinus der Vielfachen von \ff x oder 
xp gebe; dividirt man aber in (a) Zähler und Nenner unter dem 
Integrale durch 

^fr'cos'if+c'sinV/ 

und setzt 



r = 
s = 



) / 6 i cos 9 i?-|-c ; '8in , i? ' 
ß 



so dass (a) in 



2(1 I y6'co8 t)+c sin'»? 



übergeht, so kann man diese Formel behandeln wie (6) im §. 9. 
Es wird dann 

9 V&'cos^ + c'sinV ^eos^ + cW* 

, tyr — c smt) . _ . 
^cos^ + cWi? Vi 

während ö aus y durch Vertauschung von r, 0, \p mit r t , 0,, 
entsteht. Um die Grössen y und d leichter mit den ähnlich ge- 
bildeten z des §. 66 und 67 zu vergleichen mache man 
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r. 



. fc t _ fr 



yb'cot'n+c'tin'ti " ytWij+eW«j 
und findet 

y = £ co8 0 lsin0 cos(^ — y>), 

& = f i cob 0, -f y|J — 1 sin 0 t cos(£, — \p t ). 
Für hinreichend kleine 0 kann man (6), wie den ebenso nu- 
merirten Ausdruck des §. 9, in eine Reihe entwickeln, und erhält 

(12) ... 1= s r , 

2* 7 wv ^ j/ftW^ + c'sin'i? 
Für und setze man ihre Reihen, und zwar ist in Bezug 

auf 0 der Fall ad 1 oder ad 2 des §. 75 zu beachten, indem £ bei 
reellem 6 und c reell, und bei hinlänglich kleinem 0 auch £cos0>l, 
bei imaginärem b und c aber £ rein imaginär wird. Man hat daher 



/"<*) = 2 <£r:( C oB0,)P:ß,)cosm( X ,-y,,), 

(2a+l)(T(7) = 2T(-l)-p:(co8tf)(Kjtt)cosjiite-V)+3i 

wenn mit 3 der Theil der Reihe von (2fi+l)Q"(y) bezeichnet wird, 
dessen Glieder wie die des ersten Theiles gebildet sind, aber ein m 
enthalten, welches w übersteigt; das Glied, welches m = 0 entspricht 
ist halb zu nehmen. 

Es wird im §. 19 nachgewiesen, dass 

(c> .. . yvtf)3 . t * ., 

y6 , cos s #/-f"C*sin , i? 
verschwindet, wodurch F", wenn man den Theil von Q, wel- 
cher zu 3 addirt (2n+l)Q n ( r ) auamacht, T nennt, sich auf 

(d) ... r = i. r n p'(S)T - d * 

reducirt, also zur Gattung P" in Bezug auf 0 und V und 
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zugleich in Bezug auf 0, und ip t gehört, wie oben be- 
hauptet wurde. Bei der Behandelung der Rotationsellipsoide trat 
zwar auch ein solcher Theil 3 au ^» d ft aDer ft* r den besonderen 
Fall b = c auch x=Xi—V wird, und P*(Ö) trigonometrische Functio- 
nen nicht höherer als des n 1 "* Vielfachen von g, enthält, 3 da- 
gegen nur höhere Vielfache als das « ,e von %> da ferner für6 = c 
auch y6'co8 , i2+c'sin , f7 von tj unabhängig wird, so ist für den be- 
sonderen Fall das Verschwinden des Integrals (c) klar. Wir über- 
gehen, wie gesagt, in diesem Paragraphen den Nachweis, dasa (c) 
auch hier verschwindet, und beschäftigen uns mit (tf), welche Glei- 
chung wir in eine bessere Form bringen. 

Denkt man sich für P" (d) und T ihre Werthe gesetzt und die 
Multiplication ausgeführt, so entsteht eine Summe von Gliedern, 
von denen wir irgend eines in's Auge fassen, nämlich das welches 
aus Multiplication des m 1 '" Gliedes in P mit dem p**" in T hervor- 
geht. Dieses enthält einen Theil der vor das Integral tritt und mit 



2n p« (g^Q* ( J) cos m (x, - tff t ) cos p (x - yQ drj 



y 6* cos* f?-f c'sin'jy 
multiplicirt ist; dieses Integral wollen wir jetzt betrachten. Statt 
der Grenzen 0 und 2n kann man zwei beliebige um 2« sich unter- 
er 3n 

scheidende, z. B. — -öt lln< * ~Y> w * e ea *" er geschehen soll setzen, 

weil die Function unter dem Integrale sich nicht ändert, wenn man 
in ihr f] mit 2«+? vertauscht; man zerlege dann das Integral in 

eines von — ^- bis und eines von ~ bis ~ welches letztere 

man durch die Substitution tj = n+£ auf die Grenzen — — und — 

bringt Für Werthe von rj welche sich um n unterscheiden, blei- 
ben | und £, dieselben, unterscheiden sich die entsprechenden x 
oder Xt um n i es wrd dso das zweite Integral gleich (— l) m+p mal 
dem ersten, so dass das ganze Integral zwischen 0 und 2n gleich 

dem doppelten von — y bis y wu *d wenn m +P eiae gerade Zahl 

bezeichnet, und dass das Integral verschwindet bo oft m-fp 
ungerade ist. 
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Löst man durch die elementaren Formeln cosro(#, r— und 
coBp(^— ifj) auf, so befinden sich unter dem Integrale vier Glieder, 

die ans dem Producte von ^(£t)Qp(£) re8 p m 

) / 6*co8 , j?+ c'sin'iy 

cob rmp l C08pipc08m% l coap%; amm\p i cos pij> sinnig, co&px ; 

cosmu^j sin/H^cosrng, smpz; nnmip t sinni/s sinm^, sinpx; 
bestehen ; für entgegengesetzte r\ bleibt | unverändert und % ändert 
sein Zeichen, nicht seinen Werth. Daher verschwinden das zweite 
und dritte Integral zwischen den gleichen und entgegengesetzten 

Grenzen — — und — 1 und nur das erste und vierte bleiben übrig, 

die man dann auch zwischen 0 und — nehmen und verdoppeln 
kann. Unser Integral ist also 

71 

* r^ n n t * v , Vv COS ttlY. COS VY dfj 

*s \b cos jy + c'sin n 

wenn ro+p eine gerade Zahl bezeichnet, dagegen Null für ein un- 
gerades m-\-p. Nennt man diese Grösse 44", so wird 

die Summe von m und p gleich 0 bis n, aber nur über die gleich- 
artigen m und p, und für p = 0, nicht aber für m = 0 die Hälfte 
genommen. 

Es bleibt noch übrig, die Grösse A, welche £, , % una< Xi 
enthält, so zu transformiren, dass sie direct durch die gegebenen 
Stücke r und r, ausgedrückt wird. Man behandele zu diesem 
Zwecke 

1) Die beiden Producte 

PlttJcoBi»^, /Cd,) sin**,, 
Functionen wie sie früher durch C m und S m bezeichnet wurden, 
deren Ausdruck durch die Stücke V|J — lcos^ ( , j'JJ — lsin^, 
man §.71 und zwar in doppelter Form findet, einmal als endliche 
Reihe, dann als Integral. Wenngleich wir nur die zweite Form 
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benutzen wollen, so mag doch zur besseren Uebersicht die erste 
hier gleichfalls aufgeführt werden; verbindet man, um eine ge- 
meinschaftliche Formel zu erhalten, die beiden umzuformenden 
Producte durch +i so wird 

d. h. (indem man für |, und x% mre Werthe durch r, und tj ein- 
setzt), gleich dem Producte von 

(|V; -o'cosq + t yV; — c'sini?)'" 

in die Reihe 

(n-m)(n-m-l) , . , . , . H _ m _ 2 , . 
r, 2 (2n—l) * ^ " z +etc, 

also gleich der — « len Potenz der Quadratwurzel yVcos a i?-f c'sin'i? 
in eine ganze Function von r, , die zugleich eine ganze Function 
von costj und sin? ist. 

Der Ausdruck unserer beiden Producte durch ein Integral 
wird aus der Formel des §.71 auf p. 182 gefunden wenn man dort 

cos 0 — 

tsintfcosV = 1&\ — icotZi 
• sin 0 sin # = V'll? — 1 sin^, 
setzt; nennt man den Integrationsbuchstaben a, und macht 

so entsteht die Doppel -Formel 

n.n(2n) Acosm Xl== 1 f^i^^ha 

2" I /7(» i m)II(n-m) mK * l '\ sinnig (^'cos'i? i c'sin^V Uinroaf 

2) Es folgt jetzt die Transformation von 

(JjKlJcosp*, Q" p {g)&mpx> 
welche durch (46) auf p. 156 ausgeführt wird. Dort stellte tp, welches 
mit x zt » vertauschen ist während £ für das dortige x gesetzt wird, 

einen Bogen vor, der im Allgemeinen bis über steigen durfte, 

m 

indem bei uns der Fall §. 42 ad 3, in welchem V nicht — erreichen 

m 

durfte, nicht eintreten kann. Da i? also auch x nur bis ^ wächst, 

SS 

ifeiue, Hanübucb d. Kugel fuuclionen. 23 
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so darf man die angezeigte Formel benutzen und findet zunächst 

ir(»).1.3...(2n+l)^ 1 ^l8inpa : 7 (^cos^^yi^^+Msinpi/' 

und hieraus, wenn man 

C = r-f^r*— 6* cos 17 costZ+^r*— c* sin 17 sintf 
setzt, ftir die rechte Seite 

Diese Werthe ad 1 und 2 hat man in .4" einzusetzen und dann 
Y in der verlangten Form gefunden ; es wird nur erforderlich sein, 
die Rechnung bei dem Theile von A vorzunehmen, welcher aus 
den oberen Zeilen der betreffenden Formeln entspringt, d. h. die 
Cosinus enthält. Dieser Theil von A verwandelt sich nun, wenn man 

h — 0- 3 ---( 2w — *))* 

p ~ n(n+p)II(n-p) 

macht, d. h. b 0 = a", b p = %a n p , in 

2»+l b p 
4fi fef cosmi/;, cospy 

multiplicirt mit 

00 -00 c 

für p = 0 die Hälfte genommen. Es lassen sich aber die beiden 
inneren Integrale von rj = — — bis tj = — nach Cosinus der Viel- 
fachen von 17 in Reihen entwickeln, indem sie, mit gewissen Po- 
tenzen von 

y&*cos 2 ?7-f c^in'jy 
multiplicirt, in diesen Grenzen nichts anders sind als Constante mal 

K(l)cosm Xl , Qlföcosmz, 
also sich durch Vertauschung von 17 mit — rj nicht ändern. Be- 
zeichnet man ftir den Augenblick zwei so beschaffene, von — y bis ~ 

gegebene Functionen von rj mit f(tj) und F(tj), so ist die Cosinus- 
reihe einer jeden eine verschiedene, je nachdem man verschiedene 

Annahmen über die Fortsetzung von f und F zwischen Hh — und 
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±n macht. Würden wir z. B. die Function 

m-j -^n- 

71 

so entwickeln wollen, dass auch über — hinaus noch F(ij) mit dem 

Integrale übereinstimmt, so wäre dieses nach §. 58 etwas ganz an- 
deres, als wenn wir, wie hier, festsetzen es solle dann noch 

2 n(n+p)II(n-p) , j. 

(T'&Wi^cWi^ 1 JI(n) . 1 . 3 . (2«+ 1) Vp ™ C09pX 

darstellen, wodurch die Entwickelung sich gerade einfach gestaltet. 

n 

Wir setzen deshalb fest, es sei über i? = Hh — - hinaus 

F(>/) = (-i) p F(*->j) 
A») = (-»)" ««•-*), 

und für i? < y sei Ffa) wie oben, und 

B'cosroadcr. 

Macht man dann 

F(tj) = Aa 0 +a, cosiy-f a 2 cos2i7-f- etc. 

/"(»?) = lfy> + 6 i cosj? + 6 t cos2i?-l-etc. 
wo die Reihe für /"(i?) sicher mit b n coanij schliesst, so wird 

TT 

2 



= 2/' i F{ V )f(7 1 )dr J 
weil w und p gleichartig sind, also 1-f ( — l) m+p = 2 ist. Man hat also 

n 

~J'f (V)f(v) dy = la 0 b 0 + a { b { + a t b t + etc. ; ' 



ii 

ferner 



2 P 71 

a^—J F(rj)co9qrjdij 



71 



4 r 2 

= — / F(tj) cob qtj dy 

71 %/ 
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wenn q mit p gleichartig ist sonst 0, und 

TT 

4 f T 

b q = —J f(l)c03qtjdri, = 0, 
u 

je nachdem ^ mit m gleichartig ist oder nicht. Man findet also 

die Summe nach q nur über solche q ausgedehnt, welche m und p 
gleichartig sind, und für ^=0 die Hälfte genommen. Setzt 
man nun 

n 

1/* = — / coaqtjdy/ ZTcosroada 

U U 

n 



0 — oc 



so wird der betreffende Theil von A 

(2n + 1 ) ^ cos mxp x cos ptfß Ü? "f/T IFf 

Om v=" 

dem noch ein anderer hinzuzufügen ist, um A zu geben, welcher 
statt der Cosinus die Sinus enthält. Der erste Theil giebt als ersten 
Theil von K" 

8 ( 2 »+*) 2 (- 1 ) p 6 P P: (cos 0, ) cos m y , (cos 0) cosp V W$ , 
wenn jetzt auch für «i = 0 die Hälfte genommen wird. 

Stellen wir alle Formeln zusammen, so entsteht also das Re- 
sultat: Es ist 

1 n=oo 

(i2) . . . ¥ = j r. 

Um Y* auszudrücken setze man 

(13) ... B = r, + )V; — 6* cos 17 cos a + y r J — c* sin 7 sin a 



C = r +yr 9 — 6 a cos tj cos*/ -f yr 8 — c 4 sinjysintl 

(1.3.5...(2tt-l)) a 
••• °/> jz(„+p)JZ(ii— p) 
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71 

(15)... Uf(r i ) = ~f coBqydt] f B m cosmada 



n 



ü 



n 



u 9 ( r i ) = s in <l n d V f Ä " sin WÄ da 

71 

tt> 9 (r) =~y Bin qrj dtj J -^T du 

Dann wird 

(16) ... r = ^^^^'Vlffr^^osÖJP^cos^X 

n »»— (j, p=o 

(cos mi// ( cospy; tfo(r,) W^rJ-fsinmift sinpt// wJVi)«'? (r) ), 

wenn für i» = 0, p = 0, g = 0 jedesmal die Hälfte genommen wird, 
also z. B. wenn alle drei zugleich 0 sind nur der achte Theii, und 
man die Summe nur über die gleichartigen m, p, q ausdehnt; sie 
zerfallt also in eine Summe über alle geraden m, p, q vermehrt 
um eine Uber alle ungeraden. 

Die Voraussetzung dass 0 sehr klein sein müsse hebt man 
durch eine wörtliche Wiederholung des §. 15 auf, indem man nur 

ad 3 dort — Y mit Y vertauscht. 
e 

§. 18. Die Grösse Y ist vermittelst (16) durch vier Functio- 
nen, welche von r, und r abhängen, nämlich durch U, u, W, w 
ausgedrückt, die den Mathematikern zur weiteren Untersuchung 
empfohlen sein mögen. Jacobi hat sich in zwei Arbeiten über 
dieselben verbreitet, welche man im 15'*" Bande des Crelle'schen 
Journals findet; die eine: Formula transformationis integralium de- 
fimtorum ist bereits mehrfach erwähnt worden, die andere führt den 
Titel: De evolutione expressionis (/+ Wco% q> ~\-2P f cos y')""" in Seriem 
infinitem secundum cosinus multiplorum utriusque anguli <p, q? 
procedentem. 

Die Ausdrücke U und u sind offenbar ganze Functionen von 
r t9 ir\— 6 3 , yVj— c*, und die Integrationen lassen sich fUr jedes 
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gegebene n vollständig ausführen. Wir verlassen dieselben, um 
noch etwas über die W und w hinzuzufügen und zu zeigen, dass 
dieselben sich gleichfalls als geschlossene Ausdrücke darstellen las- 
sen, in denen nur noch ein elliptisches Integral, welches r enthält, 
als einzige Transcendente übrig bleibt. 

Man setze dazu cosmtf, sinmt/, costf, sint< in die Exponential- 
grössen 



mf 



, 1 ( e mt — e~ mi ) , etc. 



2 ' 2 

um; multiplicirt man ferner unter dem Integrale Zähler und Nen- 
ner mit e(* +l V , so hängen die W und w von Integralen 

A cos qv j f™ «C+O'-ift 
4 singi?! ^ a + 2re 1 -\-ye 71 )^ L 

ab, wo m eine ganze Zahl bezeichnet, welche zwischen 0 und 2« 
mit Einschluss der Grenzen liegt, und wo zur Abkürzung gesetzt ist: 

a = Yr 9 — o'cosi? — t jV — c* sin 77, 
y = |/ r J — 6 9 cos rj -f- i }V a — c*sin>?. 
Das innere Integral nach t verwandelt sich durch die Substitution 
e< = * in 

n J (« + 2r*+,*y +1 ' 

und l&sst sich nach bekannten Formeln auf J\ reduciren. In der 

That wird, so lange m > 1, 

r m __ 2( m — w— l)r m _i (m — l)a M _ 2 
( m _ 2w -i)y n ( OT _2»-l)y " 

und für m — 1 



so dass also J? gleich (2nJl— y<*~ n ) mal einer Function von cos»? 

und sin»; von der Form — wird, wo H eine ganze Function von 

«, r und y bezeichnet. Man reducirt nun weiter durch die 
Formel 

/• — r &n — l)y 
* ~~ 2nka* 2nk ^ ' 

wenn 

k = 6* cos 9 i? + c* sin 5 1? 
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gesetzt ist, so dass endlich /* die Form 

annimmt, in der A und B rationale Functionen von cos 17 und sin t] 
auch von r, yV* — o 3 und ^r* — c 9 vorstellen, die als Nenner das 
Product einer Potenz von a, y und k enthalten oder wenn man 
lieber will, welche einen Nenner der Form (ay)* 4 ? enthalten, wenn 
fi und v ganz sind. (Man achte auf den einfachen Ausdruck 

ay = (r 9 — 6 a )cos'i74-(r a — c 9 ) sin 9 17, 
welcher im Nenner auftritt.) Durch Einsetzen in (o) verwandelt 
sich die Doppel-Formel (et), wenn man nur den Theil berücksichtigt 
-welcher cos 0^7 enthält, in 

— TL 
(6) . . . J* 2 Acosqtjdti+^ 2 BJlcoBqijdrjj 
u o 
wo das erste Integral ausführbar ist und rational nach r, }V* — b* 
und Vr* — c 3 wird. Bei der wirklichen Ausführung benutze man 
die Htilfsformel 



r 3 



+ 



{ayfk* (ayf- l k v (ayfk r ' 1 
Um die Natur des zweiten Integrals in (6) kennen zu lernen 
führe man das Integral 

dz 



-\-2rz-\-yz 
aus, welches sich in 



dt 



J n r + ^r 3 — 6 a cos 17 cos it -f ]V — c 9 sin 13 sintl 
umsetzen lässt, also nach p. 114 giebt 

1 log r4-V6 9 cos 9 >?-r-c 3 8in a i? 
2 * r — y 6* cos 9 17 + c ' sin* 17 

Hieraus folgt 

ÖJ! 1 



Sr (r 9 — 6*) cos 9 17 + (r 9 — c 3 ) sin 9 17 ; 

so dass sich , welches für r = 00 verschwindet, auch durch 

<te 

{x*— o 3 ) cos 3 ;? + (o? 9 — c 9 ) sin 3 1) 
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ersetzen läast. Das zu betrachtende zweite Integral verwandelt 
sich also in 



f* dx P B coaqijdti 

J J (a; , -6 a )co8 , l^ + (a; , -c , )8in 1, 



Da Bcoaqrj gleichfalls eine rationale Function von r, |^r a — b*, jV— c% 
cos 17, sini? ist, deren Nenner (s. o.) der einfache Ausdruck (ay) u k" 
wird, so läset sich das innere Integral nach rj auf bekannte Art 
vollständig ausfuhren, und wird eine rationale Function von ^x* — 6* 
und yV— c J , so dass das Integral selbst, wie oben bemerkt wurde, 
sich auf keine höhere Transcendente, als auf ein elliptisches In- 
tegral reducirt. 

Da ein Versuch, die Aufgabe, welche wir für die Kreisscheibe im 
§.14 lösten, auch für die elliptische Scheibe zu behandeln, auf die 
Werthe von W und to für r = 0 führt, wobei b und c als rein 
imaginäre Grössen zu betrachten sind, so soll über diesen beson- 
deren Fall noch Einiges hinzugefügt werden. 

Setzt man 6i und et für 6 und c, lässt die Indices m und q 
weg und setzt r = 0, so entsteht , 

nr ^ f* cosmitdt 
nW — / cosqtjdrji — v 

o -» (& cos »7 cos t /-fc sin sin i<) 

Hier lässt sich für r\ eine neue Veränderliche a durch die Glei- 
chungen 

bcostj = ßcoBa, 
cBintj = ß&ina, 

einführen, so dass das innere Integral in 

1 /** cosmitdt 
cos-^fa — it) 

übergeht. Setzt man in der letzten Formel auf p. 155, welche aus 
den Kegeln über die imaginäre Substitution in Integralen folgte, 
a für \p und x gleich Null, so verwandelt sich der vorstehende 
Ausdruck in 

cos ma cos mit 
~F^~J^ cos»* 1 »* l> 
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und endlich nW in 

n n+m-\ n n-m-l n 



im J (V6 f cM^+c*8in^)" +1 



Die Vertauschung von cos ma cos qrjy mit sin masin qtj in der ge- 
wonnenen Formel giebt einen Ausdruck für tc. 

§. 19. Bisher wurde vorausgesetzt, es sei, ähnlich wie bei 
den Rotationsellipsoiden, der 3 enthaltende Ausdruck (c) des §. 17 
gleich Null. Um dies nachzuweisen hat man allerdings die ()«(!) 
mal cosmj oder sinmj in r und tj zu transformiren, wenn i»>w, 
es bedarf aber nur einer ungefähren Kenntniss der Ausdrücke, 
welche auf diese Art entstehen. 

Man weiss aus p. 350—353 wie P"(<J) die Grösse v enthält; es 
ist diese Function von der Form 

p*($\ = G (coey, sin tj) 

wenn G eine ganze Function von cos tj und sin y vom a ,en Grade 
bezeichnet, die also, nach trigonometrischen Functionen der Viel- 
fachen von y umgesetzt, kein höheres als das »" Vielfache von tj 
enthält Es wird sieh zeigen (s. u.), dass die Ausdrücke 

(«)... QUS)cozmZ, QU£)*inm X , 
welche allein zu 3 beitragen, in denen also m grösser als n ist, 
von der Form werden 

( V 6' cos' tj + c' sin 9 v ) n +l H (cos fj t sini?) 
wenn H, wie oben G entwickelt, kein geringeres Vielfache als das 
(n-fl) te von tj enthält. Hierdurch wäre der Beweis für das Ver- 
schwinden des erwähnten Integral -Ausdruckes (c) geliefert. 

In der That, behandelt man, um die obige Behauptung zu 
erweisen, die Verbindung der beiden Grössen in (o) vermittelst 
+ t, also 

Q n m ({ ) (cos m% ± i sin wi*) , 
und setzt für das Q seinen Werth zunächst aus §. 57 

OKI) = (^=i)-o:<i), 

und darauf denjenigen, welcher nach §. 46, Gleich. 37, b aus dem 
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obigen folgt, nämlich 

wo für m>», was hier stattfindet, Ql m die ganze Function von £ 

* + a.(2fi+s) * +etc ' 

ist, so entsteht die Gleichung 

(6)... 01(1) (cos »j±isin*äf)== 

Nun ist 



,/fci — 7 1-,/ti — 7 • )V — ft'cos^ + i }V — r*sinv 

yircos 'jy-fc'sin ^ 

t« _ (r a — 6') cos* »; -f (r* — c 1 ) sin 9 jy 
5 6 B coB Ä ^ + c*8in , V 5 

also wird 



(b) J^Wy + r'sin'O- r r" — * fr ■] 

d. h. es ist H(cost;, sini?) gleich dem Producte von 

( c ) * * * f./"! — ra -7- • — ^T" '• 

\yr — 6 cosiy-f-t yr — c sin^' 

m w llen 

mal einer ganzen Function, nach cos*»; vom - oder 

AI n 2* pn 

- Grade, je nachdem m—n eine ungerade oder gerade 

Zahl vorstellt, oder die, nach Cosinus der wachsenden Vielfachen 
von rj geordnet, mit cos(m— n— l)tj resp. cos(m— n— 2)t) schliesst. 
Um den Factor (c) genauer zu untersuchen, mache man 

wodurch 

also jedenfalls o positiv wird. JFür ein grosses r ist dies ohne 
weiteres klar; sollte für irgend ein r es möglich sein, dass a ne- 
gativ wird, so müsste es vorher durch Null gehen, also 
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d. h. wenn man quadrirt /r*— c'^V 2 — b 1 + |V— c 9 ) gleich Null oder 
r = c sein. Da nun r >r, ist und r, nie unter c herabsinkt, so bleibt 

r über c also a positiv.] Ferner geht } V— 6'cost; + i}^r*— c'sin i; 

durch Einführung von or in ]V— o 9 mal 

— 2 — C0B »;±» — 2 — 8in ' ; = — "2 

über, also(c) mit Fortlassung constanter.hier tiberflüssiger Factoren in 

(e»±'* + <r-«T»9)— , 
d. h. in eine nach Cosinus und Sinus der Vielfachen von r geordnete 
Reihe die mit dem m fachen rj beginnt, zu (m + 2)ij t etc. fortschrei- 
tet. Das Product derselben und jener anderen, welche, als einen 
Theil von H ausmachend, so eben untersucht worden war, und die 
nur Cosinus der Vielfachen bis schlimmstens cos(w — « — l)t] ent- 
hält, liefert demnach für H eine trigonometrische Reihe, in der kein 
niedrigeres als das (« + l) le Vielfache von y vorkommt, was be- 
wiesen werden sollte. 

Es verschwindet also wirklich (c) im §. 17. 

§. 20. Im Vorhergehenden findet man die Entwicklung von 
BT 1 in die Reihe der Y durch die Gleichungen (12) bis (16); die 
Grössen U, u sind nur Functionen von r t und zwar ganze Func- 
tionen von r,, } f r\— o 4 , ir\— c a ; die W, w nur von r, bezeichnen 
aber elliptische Integrale. Um die Anziehungsaufgabe zu lösen, 
welche der im §.11 für das Rotationsellipsoid behandelten entspricht, 
nennen wir wieder k die Dichtigkeit im Punkte x n y, , s, der 
Masse, x, y, z die Coordinaten des angezogenen Punktes und 
haben 

(17 ) ... T = f k4 *%>*°> , 

wenn das Integral über die ganze Masse genommen wird. Die 
Masse mag, — damit wir sogleich den allgemeineren Fall betrach- 
ten — , ein Ellipsoid nicht vollständig erfüllen, sondern durch zwei 
Ellipsoide begrenzt werden, welche möglichst einfach nach Einfuh- 
rung unserer Coordinaten zusammenhängen; dies sind zwei confo- 
cale Ellipsoide (vergl. p. 302), an deren Oberflächen r, constante 
Werthe r und r 0 erhält (r sei grösser als r 0 ). 
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Durch die neuen Coordinaten ausgedrückt wird 
dx t dy x dz t = 4 sin 0, dO t d\p t dr i 
wenn man zur Abkürzung 

(r]-b*)(r] -c')cos*d l +r]m t d l ((rj -&>in>, +(r? -c')co8> t ) 
setzt; kÄ, die gegebene Function von r,, 0,, ip lf welche durch 
F ( r t ) Oi>*Pi) ausgedrückt werden mag, entwickeln wir in eine Reihe 

Ffa , = X°+ X' + X'H- etc., 

wo JC" von der Gattung P" in Bezug auf 0, und tp, ist, also durch 

(«)... X" = /' n d0Bmd/ ,7n F(r l , 0, i//)P"(cos ?)<fy 

o o 

aus F folgt. Jetzt muss der Fall, in welchem x, y, z die Coordi- 
naten eines äusseren Punktes vorstellen von dem des inneren Punk- 
tes unterschieden werden. Das Potential heisst, wie früher, in dem 
ersten Falle V a und in dem zweiten V t . 

1) Um V a zu finden entwickele man Ä _1 in die Reibe SY n ; 
es verwandelt sich dadurch V a in die Summe 

(18) ... K fl = T> 

(18, a) ... Z* a = fdr l f"dO i zmd^X'Y'd^ , 

indem alle Glieder, in welchen Producte X" Y* vorkommen ver- 
schwinden, sobald m und n verschieden sind. Man löse nun P"(cosy) 
in (a) auf, und findet 

m— n 

"ZI = ^fäO^OK^e) p F{ri , 0, y» j^U. 
Pm) o •>[ fsin m\p) 

Der Werth von F* war nach (16) 

W - ^Mr^cos^Jcosm^ 2 b H p K{zozd)co*p\p 2 U"W p q 

vermehrt um den Ausdruck welcher aus diesem nach Vertauschung 
der Cosinus von m% und jnf) mit Sinus, und von U, W mit u, tc 
entsteht. Es wird also 
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ZI = 32 f\ m ' P T\-l) p a m b;i>;(cosO)cospvUZWr 

*S m.D.O^=<) 



vermehrt um den Ausdruck, der durch Vertauschung von a mit /?, 
von cospxp mit sin puv, von 1/ und JK mit ti und n? entsteht. Die 
Formel (18, a) giebt also als schliesslichen Ausdruck für Z a : 



(19) ... Zl = 2 (-l) p b;p;(cos0)(g p co9pitf-\-h p *inpty), 
wenn zur Abkürzung 

(20) ... 0, = 32 <7 iV 9 "(r) m F rUZ(r x )a m dr t 

f.» 

(21) ... h p = 32 9 i"fr?(r)T f'^(r l )ft m dr t 

gesetzt wird, und man die Summationen nur über gleichartige 
«i, p, ^ ausdehnt, also erstens über zugleich gerade und zweitens 
über zugleich ungerade. Für iw, p oder g gleich Null ist jedesmal 
die Hälfte des betreffenden Gliedes zu setzen. 

2) Will man V t finden, so darf man die Formel für Y n nicht 
anwenden, ohne vorher r, 0, \p mitr,, 0 lf xlr t vertauscht zu haben, 
da die Entwickelung voraussetzte, dass r > r, sei. Dann wird der 
erste Theil von Y H , welcher (6) entspricht 

?i*!!±i! T( -Vfb n p r p (costfj cospy, 2 K(cos 0)co*my,U; (r) W* (r, ), 
folglich 

(22) ... Z; = ls *K (cos 0) cos muv -f A„ sin mxff) 

(23) ... 9 m =32 q 2 m u;(rß\-lfb;r W P q (r x )a p dr l} 

(24) ... A. = Z2F^(r)T{-lfb" f »faß,*,. 

§. 21. Die Aufgabe über das Potential, welche der im §. 12 
für Rotationsellipsoide behandelten entspricht, bildet den Gegen- 
stand der zunächst folgenden Untersuchungen. Wir bedienen uns 
zur Lösung in diesem Paragraphen der Methode, welche im §.4 
für die Kugel gebraucht wurde, und die auf Anwendung der im 
vorigen Paragraphen für V gefundenen Werthe beruht; durch die 
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Methode des §. 12 wird man im folgenden Paragraphen dieselben 
Resultate, zugleich in neuer Form nämlich durch die L am e" sehen 
Functionen ausgedruckt erhalten. 

Es sei also das Potential V a oder V t einer Masse für alle 
Punkte der äusseren resp. inneren Begrenzung gegeben, welche 
ein Ellipsoid mit den halben Achsen r, )V— 6% }V— c* bildet; 
die innere resp. äussere Begrenzung ist gleichgültig wie man be- 
reits aus §. 4, p. 308 weiss. Der gegebene Wertli des Potentials 
an der Grenzfläche sei f{0,ty)i man sucht den allgemeinen Aus- 
druck für V a und V t . 

Denkt man sich V nach Kugelfunctionen in Bezug auf 0 und 
tp in die Reihe 

V= 2 Z* 

entwickelt, so handelt es sich nur um die Bestimmung der Z. Die 
Form dieser Grössen kennt man bereits aus (19) bis (24); be- 
zeichnen nämlich y q und d q gewisse unbekannte Constante, so wird 
aus (19) erhalten: 

(25) ... Zl=F(-l) m blK(cQ*0)(comv2\ q W 

und aus (22), wenn y und d wiederum Constante, aber andere als 
in der vorstehenden Gleichung bedeuten: » 

tn— n y q— n q~n x 

(25,a) ... Zr= 3 PI (cos 6)( coswy/ 2 y q U q (r) + a\nm\t> 2 d q u~{r)\ 

m-ü V </=<> 7=1 ' 

Die Summen sind hier wie früher nur über gleichartige m und q 
auszudehnen, und für m = 0 hat man die Hälfte der rechten Seite 
zu nehmen. 

Den Werth dieser Grössen kennt man für r = r, indem dann 
jn __ y» 8em muss ^ w enn wieder Y n das n te Glied der Entwickelung 
von f(0, yv) in eine Reihe von Functionen der Gattung P darstellt. 
Man wird sogleich sehen, dass dadurch die y und d bestimmt, also 
der Ausdruck (25) für Z a und der für Z t bekannt ist. 

Es wurde schon mehrere Male das Doppelintegral aufgeführt, 
welches den Ausdruck von Y* durch f(0,ip) giebt; man kennt auch 
bereits die Entwickelung von Y H nach den Kugelfunctionen der 
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beiden Veränderlichen 0, xp. Wir können deshalb diese Formel 
hier ohne Weiteres anwenden, bezeichnen deshalb durch a m und 
ß m gewisse bekannte Wertho, und setzen Y H , je nachdem man Z« 
oder Z 4 behandeln will in die Form 

Y * = M £ U { - 1 ) m b n m PI (cos 0) (a m cos mxp + ß m sin roy), 

F* =2" Fi (cos 6){a m cos mty-\-ß m sinnig); 

für m = 0 mag auch in diesen rechts die Hälfte genominen wer- 
den. Die Zusammenstellung von Y und Z zeigt, dass man, um 
ZJ zu bestimmen, die y und 9 aus den Gleichungen 

(26) ... q 2 Yq W?(r) = a m) 

aufzusuchen hat, in welchen m der Reihe nach alle Wertho von 0 
bis n erhält, und in denen die rechten Seiten « und ß, so wie die 
Coefficienten W und u> der Unbekannten y und d bekannt sind. 
Da die q nur solche Werthe erhalten, welche dem jedesmaligen tn 
gleichartig sind, so zerfallt jedes der beiden Systeme linearer Glei- 
chungen in je zwei gesonderte; sind die y und 5 gefunden, so setzt 
man sie in (25) ein, und hat so ZJ ermittelt. Für Z t sind die 
linearen Gleichungen aufzulösen, welche aus den Systemen (26) 
sich nach Vertauschung von W und w mit U und u ergeben. 

* Es könnte hierbei ein Bedenken entstehen, ob nämlich die 
Gleichungen, für jedes gegebene System von Werthen a und ß, 
Werthe und bestimmte Werthe y und 5 verschaffen? Dieses Be- 
denken wird durch den folgenden Paragraphen gehoben, indem 
aus der dort zu gebenden Form der Lösung und der Behandelung 
des Problems daselbst leicht folgt, dass jedem für die Punkte der 
Oberfläche willkührlich angenommenen Potential ein und nur ein 
für alle Punkte gültiges Potential V a und V t entspricht. Man kann 
aber auch den Nachweis, dass die Lösung der Gleichungen mög- 
lich und bestimmt ist, direct fuhren. 

Wir geben den Nachweis für ein beliebig gewähltes System, 
für das nämlich mit Coefficienten U, welches sich also auf V t be- 
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zieht. Dieses System ist bekanntlich ein unbestimmtes resp. un- 
mögliches oder ein bestimmtes, je nachdem das System, welches aus 

(a) ... 'iV;(r) = 0 

für m = 0, 1, 2, ... n gewonnen wird, bestehen kann oder nicht 
bestehen kann, ohne dass alle X gleich Null sind. Wir zeigen, 
dass die Gleichungen (a) das Verschwinden aller X erfordern. Es 
folgt nämlich aus (o), wenn man die *»'* Gleichung mit cosma 
multiplicirt und dann von m = 0 bis m = n summirt, endlich (15) 
berücksichtigt, 

(6) . . . 2 X q I B"co»qtjdri = 0 

wenn B den Werth (13) vorstellt, in dem man nur r, mit r ver- 
tauscht hat, und zwar muss (b) für alle a und das fest bestimmte r 
erfüllt sein. 

Man mache 

coaof — , , sin« = , , 

und findet dass auch 

9 «u *f N oc oyc'— 6 a eye*— 6' ' 

für alle ^, freilich bei festgehaltenem r gleich Null wird, was aber, 
nur möglich ist wenn es für beliebige r identisch verschwindet. In 
der That lässt sich dieser Ausdruck in L am ersehe Producte 

2x m Er(fi)E m (x) 

m 

umsetzen, die alle zu demselben n gehören; soll eine solche Reihe 
für alle fi verschwinden so ist sie (§. 86) identisch, also für jedes 
r Null. Dasselbe gilt nun fiir den Ausdruck oben, welcher die X 
enthält; verschwindet aber, nach Bezeichnung des §. 77, c 

2X m C*[fi, x] 

für alle p und r, so weiss man dass alle X gleich 0 sind, was zu 
beweisen war. 

An merk. 1. Kann man die Gleichungen (26), oder die ent- 
sprechenden, U und ti enthaltenden für den Fall lösen dass sämmt- 
liche a gleich 1 sind, so wird die Bestimmung von V a resp. K, 
wesentlich erleichtert. 
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Anmerk. 2. Man weiss, das V der Differentialgleichung 
J* V = 0 genügt. Macht man die y und & aller Z gleich Null bis 
auf die eines einzigen , und in diesem wieder sämmtliche y und 
S bis auf ein einziges y q oder d«, welches dann gleich 1 gesetzt 
werden soll, so folgt dass particuläre Integrale der Glei- 
chung d*V = O f aus welchen V zusammengesetzt ist, folgende 
Ausdrücke sind: 



2 &mP,"(cos0)IF<JT(r)co8fM^, 



£ P;(cozO)U?(r)cosmyj, 

denen man nocli zwei hinzuzufügen hat, welche aus ihnen durch 
gleichzeitige Vertauschung von Coswig mit sinroty/, und von W mit 
u>, resp. von U mit « entstehen. 

§. 22. Die Aufgabe des vorigen Paragraphen soll nun durch 
die Methode, welche im §.12 angewandt wurde, gelöst werden, 
d.h. durch die Integration der Gleichung /J i V=0 ) mit Hinzu- 
fügung der Bedingung dass V=f(d,\p) auf einer gegebenen ellipsoidi- 
schen Fläche wird, welche die halben Achsen v, yV— 6% j/r a — c 1 
besitzt. Es treten ausserdem noch Bedingungen hinzu, die sich 

darauf beziehen, dass gewisse Grössen endlich bleiben. Wir heben 

dV 

hervor, dass V a = 0 für r = oo, und dass V t , etc. für alle 

Punkte im Inneren des Ellipsoides endlich bleiben. 

Man führt, wie am Anfange dieses Kapitels, für die recht- 
winkligen Coordinaten x, y> z die drei Veränderlichen r, 6, y ein; 
fifir den Buchstaben r soll aber q benutzt werden, damit früher 
entwickelte Formeln, welche sich auf die Lame'schen Functionen 
beziehen, hier unmittelbar verwendet werden können. Wir setzen 
nun (m. vergl. das 3" Kapitel des zweiten Theiles §. 76 et seq.) 

bc 1 



sin ^ cos i// = — — 

sin 0 sin xp — - 
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und machen ferner 



€ = 



t dg 






>• 


dfi 






y 


dv 



dann verwandelt sich die Gleichung /f*K=0 in 

(27) ... (M , -0^+fe , -» , )5^+te , -^ , )^ = o. 

Ferner entwickele man K nach den Functionen, welche zur Gattung 
der P in Bezug auf 6 und \f> gehören, so dass 

(28)... F="iV 

ist, wo also Z" der Differentialgleichung genügt 



i a(sinö^ 



(29)... ^—^^ + -^w^- + n(n+l)Z n = 0. 
v ' sin0 da sin 0 aty 

Führt man in diese die neuen Coordinaten fi und v statt 0 und y 

ein, so geht sie in 

(30) ... 0! + ^! +n ( B+ i)( / ,'-or = 0 

über; setzt man für V seinen Werth in (27) ein und reducirt durch 
(30), so entsteht demnach, nachdem man durch f* 4 — v* getheilt hat, 

eine Gleichung, welche auch bestehen muss, wenn das Summen- 
zeichen fortbleibt. In der That zerfällt der Ausdruck unter dem 
Summenzeichen, der A heisse, in B+C, wenn 

gesetzt wird. B, welches nur Z 9 multiplicirt mit Constanten und 
differentiirt nach solchen in Bezug auf 0 und y enthält (q und {), 
bleibt daher eine Function der Gattung P* in Bezug auf 0, 
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ebenso C. Denn Z", weil es von der Gattung P* war, hat die Form 

wo die g Constante vorstellen, und jede Function dieser Form ist 
von jener Gattung. Es verwandelt sich daher C in 

nnd nach p. 212, 56 in 

(b*+c')2g'B $ E'(/»)E'(v), 

behält daher dieselbe Form. Hieraus folgt, dass auch A von der 
Gattung P" ist, dass also die Summe der A nicht verschwinden 
kann, ohne dass jedes A selbst Null wird. Es genügt also Z" auch 
der Gleichung 

so dass jedes Z dieselbe Differentialgleichung in Bezug auf q und 
ju wie in Bezug auf v und ft erfüllt. 

Um die Form von Z in Bezug auf q, fi, v zugleich zu ent- 
decken, setze man 

wo g noch von q abliängt, in (a) ein, und findet 

j£ , M[r( ( .)^+y^+»(»fi)( f4 '- e 1 ) y -£ , w] = 0. 
Setzt man wieder nach (56) 

so verwandelt sich der vorstehende Ausdruck in 

se' w r M + «6* + o b 1 - » (» + 1) e v] = 0 ; 

die in eckigen Parenthesen befindliche Grösse, sie sei A" , enthält 
kein fi und v, und muss für jedes * verschwinden, indem (p. 225) 

2A'E*(ia)E'(v) 

s 

nicht für alle ft nnd v gleich Null sein kann, ohne dass A 9 für sich 
gleich Null ist. Es genügt also g* der Gleichung 

[(6 , + <0*-«(«+l)* r l* t = 0, 

24* 
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derselben, welche durch E(q) und F(q) vollständig integrirt wurde. 
Bezeichnen h und k willkürliche rein numerische Constante, so ist 
folglich die allgemeinste Form von Z 

(b) ... Z* = 2(h* E\ 9 ) + k* F % ( 9 )) ET (ia) E\v). 

Die weitere Bestimmung der h und k erfordert die Entwicke- 
lung unserer gegebenen Function f(O f tft) nach den E selbst. Um 
diese zu erhalten, setze man, wie p. 324, 

wo Y" bekannt und gleich 

0 u 

ist. Man zerlege nun f in acht Theile, welche denen des §.88 
entsprechen; zuerst zcrtheilt man es in zwei 

2 + 2 1 

von denen der erste durch Vertauschung von 6 mit n — 0 weder 

Werth noch Zeichen, der zweite nur das Zeichen ändert. Bei 

der Entwickelung nach Kugelfunctionen zweier Veränderlichen 

PÜ,(co66)cosnnfj und P^(cosd) sinnig liefert daher der erste die 

Glieder mit geradem n-m, der zweite mit ungeradem n-m. 

Jeden Theil X(0,y/) zertheile man weiter in 

X(0,!//)+X(0,2*-i//) X(0,x»)— X(0,2fi-<//) 
2 ' + 2 ' 

von denen bei der Entwickelung der erste nur die Glieder giebt, 

welche die Cosinus der Vielfachen von \p, der zweite nur solche, 

welche die Sinus enthalten. Jeden von diesen Theilen 0(0, v>) 

zerlege man in 

' <P(0,y)+<[>(0 9 ty+n) , <I>(d,y>) — <l>(d,y+a) 
2 + 2 5 

der erste Ausdruck enthält nur Glieder mit geraden, der zweite 

nur mit ungeraden Vielfachen von if/. Diese acht Theile .1 

nen wir durch 

Xo > Xi > Zt > Xt > 

x', x\ x\ x\ 
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und zwar sollen die % mit unterem Index einem geraden, mit obe- 
rem einem ungeraden w entsprechen ; ferner mag % 0 und #° die Cy 
(cf. p.228) verschaffen; X\ X* ^° C*» X% un & X* die X% un( * 
X* die Sy. Dann lässt sich Y n durch die Summe von vier Theilen 
ausdrücken, von denen jeder durch 

71 Jt 

i» n 

dargestellt wird, wenn x der Reihe nach, bei geradem n alle un- 
teren, bei ungeradem n alle oberen Indices 0, 1, 2, 3 erhält. 

Führt man nun für 6 und \p die elliptischen Coordinaten fi 
und v, für 0, und ij;, entsprechend ,u, und v, ein, bezeichnet das 
so transformirte i//) ferner durch /[jK, und benutzt §. 91, so 
entsteht (2« = n oder »—1) 

A — 0 *- 1 

- "FVlfV) Jf>) + 2 a g'N\fi)N* (v), 

Ar^l A__l 

wenn die o, 6, r, bekannte numerische Constante vorstellen, näm- 
lich für ein gerades n 

I) o 

o o 
c* = 8 etc., g* = 8 etc., 
für ein ungerades w aber die Ausdrücke, welche aus den vorste- 
henden durch Vertauschung der unteren Indices von x m »t den 
oberen entstehen. Eine Summe, wie die welche Y* bildet, soll ab- 
gekürzt durch das selbstverständliche Zeichen 

Y* =.2±a&(fjL)E\v) 

dargestellt werden. 

Von dieser Stelle an theilen wir die Aufgabe, und betrachten 
1) V a . Da V a für q = oo verschwinden muss, so hat man in 
(b) alle h gleich Null zu setzen, und es reducirt sich dadurch Zl auf 
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Hier sind die k vollständig durch die Bedingung bestimmt, dass für 
g = r sich Z in Y verwandeln soll, und man findet die Lösung un- 
serer Aufgabe, indem man zu (28) die Gleichung 

(31) ... z: = 2±«'£>)E>)£g 

hinzufügt. 

2) Wir betrachten V t . Nach der auf p. 327 erwähnten Methode 
von Neu mann liisst sich hier das Entsprechende zeigen, dass näm- 
lich in dem Ausdrucke (6) für Z* alle k verschwinden müssen. 
Hierbei legt man eine bekannte Eigenschaft der elliptischen Coor- 
dinaten zu Grunde: geht man von dem Punkte f*, v), welcher P 
h eis 8e ; zu den drei benachbarten 

P> = ((?>!*> 

über, 80 stehen die Linien P t P; P t P; P t P\ in P senkrecht auf 
einander. Man zeigt dies, wie das Entsprechende im §. 12. Sind 
liier dn, do, dp die unendlich kleinen Längen in diesen Rich- 
tungen, so wird dn auf dieselbe Art wie an der bezeichneten Stelle 
gefunden; fügt man zur Vollständigkeit noch do und dp hinzu, so 
hat man 

dn _ du i/^ES^E?) 

und zeigt, dass in dem Ausdrucke (6) für Z t alle k verschwinden 
dV SZ 

müssen, wenn ^- also -5- überall endlich bleiben soll. Ist dieB ein- 
em on 

mal festgestellt, so ergiebt sich die Bestimmung der h, ähnlich wie 
im Falle ad 1, indem man q = r setzt; man findet 

(32) ... z: = £±a 9 E'((i)E'(v)^ t 

und hat demnach zwei verschiedene Formen der Lösungen unserer 



Digitized by Google! 



§. 22, 32. Dreiadriges EUipxrid. 375 

Aufgabe: die eine wird durch (31) und (32), die zweite durch (25), 
(25, a) und (26) geliefert. 

Die Differentialgleichung /fV = 0 hätte sich übri- 
gens so lösen lassen, dass man sogleich auf die erste 
Form, die des §. 21, kommt; man folgt dazu, um nur den Fall 
von V t zu erörtern, dem ersten Wege bis zu der Stelle, an wel- 
cher man findet, dass Z* gleich 

2k'E'(g)E*(/i)E $ (v) 

wird, und schliefst daraus: 

1) Z* als zur Klasse der P" gehörig, muss von der Form sein 

£ PZ(co80)(a m co&m\ff+ß m Bmmyß), 

wo a und ß nur g enthalten können, oder, in (a und v umgesetzt, 
von der Form 

Z" = m Fa m C m \fi, v] + ß m S [fi, »]. 

2) Es ist symmetrisch nach g und v. 

3) Es verwandelt sich Z" ausserdem für g = r in die gegebene 
Function Y* (die man sich in der Gestalt denken mag, in welcher 
sie im §. 21 angewandt wurde, d. h. ausgedrückt durch 0 und ty). 
Hierdurch ist Z vollkommen bestimmt. 

Nun integrirt man die Differentialgleichung für-Z", nicht durch 
Einführung der E sondern durch einen Ausdruck von der obigen 
Form. Es ist offenbar P*(co8y,) eine Function, welche den Bedin- 
gungen ad (1) und (2) entspricht, wenn 

cosy, = cos 0 cos 0, -f sintfsinfl, cos(t/> — t/zj 
gesetzt wird, und man ftir 6, %p die Coordinaten [i, v, so wie für 0 S , t// t 
durch Gleichungen derselben Form p lt g einführt. Bezeichnet <t>(f«,) 
eine Function von fi { mit(2«-f 1) willkürlichen Constanten, so ist also 

das Integral zwischen willkürlichen Grenzen genommen, eine Func- 
tion die (1) und (2) genügt und 2»+l Constante enthält. Kann 
man letztere so bestimmen, dass für g = r das Integral sich in den 
gegebenen Werth Y n verwandelt, so ist es das gesuchte Z*. Nur 
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zum Durchgange wurden für 6 f \p die Grössen (i, v eingeführt; wir 
lassen die ursprünglichen Grössen im weiteren Verlaufe ungeändert, 
was bequemer ist, da Y* als Function von 6 und xp direet gefun- 
den wird, nämlich 

während eosy, sich in 



coy, = cosö -fi + ,i„0 cos v» -CÄr?! + .i„0 Bin y 



6c ^ o V c-6 J c\c*-b' 

verwandelt. Man kann nun die Function 0 so bestimmen, dass 
das Integral sich wirklich in Y" verwandelt, und tindet so genau 
die durch (25, et) gegebene Form der Lösung wieder. Um diese Arbeit 
nicht zu weit auszudehnen, übergehen wir die Einzelheiten, da ein 
neues Kesultat sich nicht ergiebt, und vorweisen auf des Verf. Ar- 
beit im 29 8,en Bande des Cr eile' sehen Journals, §. 6. 

An merk. Wie in der zweiten Anmerkung des §. 21 weist 
man nach, dass jedes Prodnct 

E(ti)E{v)E{QY, E(fi) E(v) F(q) , 
für sich der Gleichung d*V—0 genügt. Hier lässt sich dasselbe 
übrigens sofort durch wirkliches Einsetzen desselben in (27) be- 
weisen, wenn man durch (56), wie am Anfange des laufenden Pa- 
ragraphen reducirt. 

§. 23. Es bleibt noch übrig, eine Entwickelung für Ä -1 durch 
eine Methode zu finden, welche der des §. 13 entspricht, welche 
also die Lösungen der Differentialgleichung A'V — 0 zu Grunde 
legt : sie wird in einer von der ursprünglichen des §.17 verschiede- 
nen Form auftreten, indem wir die Differentialgleichung durch die £ 
und F integriren. 

Es seien die Coordinaten der beiden Punkte x, y, z; x x , y t , s, 
durch q, fi, v; q x , fi xi v x ausgedrückt und g x <q: alle Grössen, 
welche sich auf g t , fi { , v t beziehen, wie schon bezeichnete auf q, fi, v 
erhalten dieselben Buchstaben und werden nur noch mit lndices 
versehen. Setzt man Ä""* 1 = T, und wie im §. 17, 

JL = 2Y n 

Ä n 
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so wird F", weil es ein Potential, wie V t) des Punktes x lt y x , z t 
ist, die Form haben 

(o) ... i?«' £'((>,)£'(,«,)£>,), ■ 

* k 

wenn « nur (>, fi, v enthält. Aber Ä* wird gleich 

Q* + ^ + » 9 +g; - 2c ' - w 

— ^igQi cosflcosö, -f- lV— ^Ci — fr'sin ^sin ^cos^cost//, 

— c'sintfsin^ sin # s»nVi)> 
wenn der Kürze halber 0, 0, , tj> und t//, neben ft, v, j«, und v, 
beibehalten werden; also ist T symmetrisch in Bezug auf je zwei 
Grössen g, g { ; /*, ; v, ; die Entwickclung bevorzugt einige von 
diesen Grössen, so dass in Y die Symmetrie aufhören kann. 

Würde man T als Function von g it fi lf v, immer g x < Q vor- 
ausgesetzt, in eine Reihe entwickelt haben, so hätte man als Form 
des n** n Gliedes durch dieselben Schlüsse, welche (a) geben, auch 

(51 ... r e 'r( ft )EV,)E«(») 

gefunden, wenn t> kein , /*, , v enthält; da aber die Reihen, deren 
»'* Glieder (a) und (6) vorstellen, einander gleich sind, und beide 
nach den Producten E(g l )E(fi l ) fortschreiten so sind die Reihen 
identisch, also uE{v x ) = vE(v) oder u von der Form fr.£(v), wenn 
w nur g und fi enthalten kann. Daraus ergiebt sich für Y*, wenn man 
in Bezug auf den oberen Index s summirt, welcher der Kürze hal- 
ber fortbleibt, die Form 

.£«,£(<,,)£(,.,)£(»,)£(»), 
und in ähnlicher Weise durch Vertausch ung von /i, mit fi: 

Y" = £lE( e ,)E(ji,)E(v,)EWE( V ), 
wenn X nur noch q enthalten kann. Wie dies eingeht, kann man 
nicht durch einfache Vertauschung von g und g t erfahren, da die 
Betrachtungen wesentlich voraussetzten, dass g t kleiner als g sei. 
Man weiss aber, dass V auch in eine Reihe entwickelbar ist, deren 
» ,e8 Glied die Form hat 

t,"^2kE(ii)E(v)F(Q), 
wo k kein (i, v, g also nur die Buchstaben mit Indiccs erhält. Da 

T = 2ij" = 2Y n 

a m. 

sein sollte, und tj und Y beide nach Producten E(fi)E(v) fort- 
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schreiten, so sind die Reihen identisch, oder 

also endlich X = cF(q) } wenn c eine rein numerische Constante 
bedeutet. Man hat also 

R V 9 

r m = *^ , J5 , fti i )jB> l )js , ( ft )jE , wrMr(rt. 

«--0 

Um schliesslich die numerischen Constanten c zu bestimmen, 
multiplicire man beide Seiten mit q, setze p, = ccq wo a < 1, and 
und q = oo . Dann wird 

Ä yl — Sacosy-f-a » 
ferner nach p. 214 und 239 für g — oo und g k = oo 

und hieraus 

Vergleicht man hiermit den Werth von -~ für 0=00, so muss 

das gefundene F" gleich a"P"(cosy) sein, so dass nach (59) sich 
ergiebt 

wo das obere oder untere Zeichen zu nehmen ist, je nachdem das 
betreffende E der ersten und vierten Klasse (-f ), oder der zweiten 
und dritten (— ) angehört. Man findet hieraus schliesslich als »'*• 

Glied der Entwickelung von ~ für jedes g, welches grösser als 
g t ist: 

(33) ... Y'^tn^E'ME'WE'ME'WE'iQjFie). 

An merk. Die Anmerkung p. 321 weist auf einfache For- 
meln hin, die man dort für besondere Werthe der Coordinaten aus 
der allgemeinen Entwickelung von Ä _l erhielt; man fand aus der- 
selben im speciellen Falle die Reihe für (y— x)~ l , welche im Laufe 
der Untersuchungen häufig benutzt war. Macht man hier = 
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fi t = c, v 4 = 6, so vereinfacht sich einerseits Ä zu 

*• = ,•+,»•+ 
andererseits Y m in (33) zu 

zur Abkürzung 



nK\b)K\c) = 2g< 

gesetzt wird. Mit Hülfe des §. 88 findet man hieraus für eine 
Function F% welche zu demselben n gehört, wie die unter dem 
Integrale befindlichen K* 

also ein Integral für die Function F, welches dem von Neumann 
für die Q gegebenen entspricht. Für diejenigen F, welche aus den 
L, M 9 JV entspringen, lassen sich ähnliche Formeln aufstellen. 

§. 24. Das Fundament zur Behandlung der Aufgaben dieses 
Kapitels ist von Lame* gelegt, welcher nach Einführung der 
Functionen E im 4 ,en Bande des Liouville'schen Journals (1839) 
die erste hierhergehörige Aufgabe, die des §.22, welche sich auf 
das Potential des inneren Punktes K» bezieht, nach der in jenem 
Paragraphen durchgeführten Methode löste. Lame" kleidet die 
Aufgabe allerdings in ein anderes Gewand, indem er den Zustand 
des Gleichgewichtes der Wärme in einem Ellipsoide untersucht, 
dessen Oberfläche in einer gegebenen, von der Zeit unabhängigen 
Temperatur [f(0, y)\ erhalten wird, und giebt so dem mathemati- 
schen Probleme, welches [Anwend. II, §. 5] dasselbe für beide Fra- 
gen bleibt, auch diejenige Form, welche am meisten in einer Zeit 
interessirte, in welcher das Werk von Fourier*) über die Wärme- 
theorie, gefolgt von Poisson's Arbeit**) Uber denselben Gegen- 
stand eine grössere Zahl der Mathematiker 



*) Theorie analytique de la chaleur. Paris, eher Firmin Didot, pere et fils; 
1822. 

**) Theorie mathrfmatique de la chaleur. Paris, Bachelier; 18S5. 
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Die Arbeit von Lame* musstc, ganz abgesehen von der Aus- 
führung, durch das Resultat die Aufmerksamkeit der Gelehrten auf 
sich ziehen; eine ganze Gattung von Untersuchungen, welche 
Laplace in der Mecaniquc cdldste für Kugeln oder Körper, welche 
nahe kugelförmig sind, geführt hatte, Hess nun eine Uebertragung 
auf Körper von complicirterer Gestalt, auf Ellipsoide zu. Dies 
Werk bezeichnet daher einen wichtigen Abschnitt in der Theorie 
der Wärme und der Anziehung. 

Liouville und der Verfasser haben in verschiedenen Ab- 
handlungen Lamd's Theorie weiter auszuführen versucht. 

Beide haben fast zu gleicher Zeit (M. vergl. die Note des 
§.90), Liouville im 20"- Bande der Comptes rendus, der Verf. 
im 29""" Bande des Crelle'schen Journals (1845) die Aufgabe für 
das Potential des äusseren Punktes V a durch die Formeln (28) und 
(31) gelöst. 

Die Entwickelung von — durch die Gleichung (33) scheint 
allerdings hier zum ersten Male ausdrücklich aufzutreten; sie ist 
aber im Wesentlichen schon von Liouville in dem 20 4 "» Bande 
der Comptes rendus (im Liouville'schen Journale Bd.X, S.225 
et seq.; ich citire diese Stelle, da das Liouville'sche Journal in 
Deutschland verbreiteter zu sein scheint als die Comptes rendus) 
und im II 1 ** 1 Bande des Liouville'schen Journals S. 269 et seq. 
enthalten, so dass man sie als von Liouville herstammend be- 
zeichnen kann. 

Zu gleicher Zeit haben ferner Liouville und der Verf. 
(Liouville Journal d. M. X, 223; Grelle Journal f. M. XXIX, 185) 
die von Lame* behandelte Aufgabe (für V t ) noch einmal untersucht. 
Die höchst elegante Form der Lösung, welche von Lame* herrührt, 
gestattet die wirkliche Ermittelung des E ndresultats nur in den 
allereinfachsten Fällen, selbst nicht mehr, wenn die gegebene 
Function f(0,yr) eine ganze Function von cos0, siotfcost//, sinflsintp 
wird, welche den siebenten Grad übersteigt, indem zur Bildung der 
erforderlichen E dann schon die Auflösung einer Gleichung vom 
fünften oder von höherem Grade nöthig ist. Nachdem der Verf. 
bereits im 26 Men Bande des Crelle'schen Journals bei Behandlung 
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der Rotationsellipsoide eine schärfere Sonderling der einzelnen par- 
ticulären Integrale hatte eintreten lassen, indem er alle diejenigen 
gemeinsam betrachtete, welche zu derselben Function von der 
Gattung P" gehören, wobei sich herausstellte, dass das Glied Z" 
der Entwickelung von V sich für die Oberfläche in F", d. h. in 
das entsprechende Glied aus der Entwickelung von f(O f ip) ver- 
wandeln mttsse: gingen an den erwähnten Stellen Liouville und 
der Verf. von dieser Betrachtung aus, und fragten nach dem Theile 
der Lösung, welcher sich an der Oberfläche auf ein bestimmtes F* 
reduciren muss. Liouville sagt hierüber in der betreffenden kurzen 
Notiz nur, es sei leicht zu sehen, dass man ein Polynom V* vom 
Grade n nach x, y, z finden kann, welches so beschaffen ist, dass 
es der Gleichung /f V m genügt, und sich für die Oberfläche auf F" 
redneirt. Dieses F" denkt er sich in eine Function der rechtwinkligen 
Coordinaten an der Oberfläche umgesetzt; eine systematische Me- 
thode diese Operationen vorzunehmen, so wie den Beweis der Be- 
hauptung hat Liouville nicht mitgetheilt. In der gleichzeitigen 
Arbeit des Verf., über welche liier am Schlüsse des §.22 gehan- 
delt wurde, ist der Punkt nicht hervorgehoben, dass Z M eine ganze 
Function n len Grades von x y y, z sei, aber das, worauf Liouville 
hindeutet, bereits ausgeführt, indem die Lösung aus particulären 
Integralen von der Form 

wirklich zusammengesetzt, und dadurch das fertige Resultat in der 
Gestalt (25, o) gefunden wird. Diese zweite Form der Lösung 
zeigt nun, dass die Wurzeln der höheren Gleichungen im End- 
resultate nicht mehr vorkommen, und zwar, wie man aus den Un- 
tersuchungen des Kap. IV im zweiten Theile erkennt, weil im Re- 
sultate nur symmetrische Verbindungen der Wurzeln jener Glei- 
chungen auftreten; sie macht es möglich, bei gegebener Entwickelung 
von f(0,y) jedesmal genau das n ,e Glied Z* aufzufinden, wenn n 
als bestimmte Zahl gedacht wird: bleibt n allgemein, so hat man 
allerdings die Lösungen eines Systemes von linearen Gleichungen 
durch Determinanten einzuführen. 
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Dieselbe Methode lässt sich auch zur Bestimmung von V* an- 
wenden, wobei natürlich der Umstand, von dem Liouville aus- 
ging, dass die particuläre Lösung eine ganze Function von x> y, z 
sei, nicht mehr zum Ausgangspunkte dienen kann, sondern oben 
in (a) die Function P* mit Q n vertauscht werden muss. Als der 
Verf. die betreffende Aufgabe gelöst hatte, schien es ihm zweck- 
mässig, die Resultate auf eine neue Art abzuleiten, indem er die 
Entwickelung der Grösse BT 1 in der Form (12) und (16) ebenso 
zu Grunde legte, wie es hier §. 21 geschah. Diese Darstellung 
von Ä*" 1 durch eine Reihe, so wie die Anwendung auf Bestimmung 
des Potentials erschien im Auszuge mit einem erläuternden Bei- 
spiele versehen, welches die Ausführung der Rechnung für ein 
homogenes Ellipsoid mittheilt, im 42* len Bande des Grell e' sehen 
Journals, während hier zum ersten Male (§.17—21) die Methode 
vollständig entwickelt wurde. 
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